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Ubungsblatt 1

Aufgabe 1. Das Kreuzprodukt oder Vektorprodukt von zwei Vektoren a = (a1, as,az) und
b = (b1, b, b3) im R? ist definiert durch

axb:= (a2b3 — agbz,agbl — Cllbg, albg — a2b1).

Formal kann man sich dies merken als

€ ey €3
axb=det| a1 as a3 ,
b1 by b3

wobei e, e, e3 die kanonischen Einheitsvektoren im R3 sind.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen, wobei (., .) das Standardskalarprodukt im R?® und |.| die
Standardnorm bezeichnet:
(a) Die Abbildung R3 x R?® — R3, (a,b) — a x b ist bilinear, und es gilt a x b = —b x a.
(

b) (a x b,a) = 0= (a x b,b), d.h. a x b ist orthogonal zu a und b.

)
)
(c) (a,b)? +|ax bf? = |a]*[b]?.
(d) ax (bxc)=(ac)b—(ab)c.
)

|a x b| = |a||b|sin §, wobei § den Winkel zwischen a und b bezeichnet. Dies bedeutet, daf
|a x b| gleich dem Flicheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms ist. (Dies
gilt, wie alle Aussagen {iber das Kreuzprodukt, nur im R3.)

(e

(f) Mit ¢ = (c1, c2,c3) gilt
ap b ¢
(axb,c)y=det | ay by e
a3 by c3

Folgern Sie hieraus: Falls a und b linear unabhéngig sind, so bilden a,b und a x b eine
rechthéndige Basis des R3.

b.w.



Aufgabe 2. Sei D eine offene Menge im R? und v = (v1,v2,v3): D — R3 ein partiell differenzier-
bares Vektorfeld, d.h. die Komponentenfunktionen vy, vo,v3: D — R seien partiell differenzierbar.
Die Rotation von v ist das Vektorfeld rotv: D — R3, definiert durch

ot = (G20 = 520, 520 - 200 52w - §2w)) . ae D

(formal rot v = V x v). Die Divergenz von v ist die Funktion dive: D — R, definiert durch

8'03

. L 3’01 81)2 o3
(divv)(x) Os

Seien v und f: D — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Zeigen Sie:
(a) rot(grad f) =0
(b) div(rotv) =0

(c) rot(rotv) = grad(dive) — (Avy, Avg, Avs), wobei A = 68—:% + 8‘9—;% + 6‘9—% der Laplace-
Operator ist.

Dabei darf verwendet werden, dafl bei einer zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktion
die partiellen Ableitungen miteinander kommutieren, d.h. ist f: D — R zweimal stetig partiell

differenzierbar, so gilt % (%) = % (%). (Dies wird in der Vorlesung noch gezeigt.)
i j j i

Aufgabe 3. Sei D C R" offen, und seien f,g: D — R Funktionen, deren Richtungsableitungen
D, f(a), Dyg(a) existieren fiir ein a € D und v € R™. Verifizieren Sie die Summen-, Produkt- und
Quotientenregel fiir die Richtungsableitung, d.h. die Richtungsableitungen D, (f+g)(a), D,(fg)(a)
und — falls g # 0 in einer Umgebung von a — D, (f/g)(a) existieren, und es gilt

Dy(f£g)(a) = Dyf(a)+ Dyg(a),
Dy(fg)(a) = Dyf(a)-g(a)+ f(a)- Dug(a),
Du(f/g)(a) — D, f(a) - g(a;(;)J;(a) *Dugla)
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