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Aufgabe 1. Sei f : R2 → R definiert durch

f(x, y) =

xy ·
x2 − y2

x2 + y2
für (x, y) 6= (0, 0),

0 für (x, y) = (0, 0).

Zeigen Sie, daß f überall zweimal partiell differenzierbar ist und berechnen Sie explizit die par-
tiellen Ableitungen

∂f

∂x
(x, y),

∂f

∂y
(x, y),

∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
(0, 0) und

∂2f

∂y∂x
(0, 0) =

∂

∂y

(
∂f
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)
(0, 0).

Gilt
∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

∂2f

∂y∂x
(0, 0)? Ist f im Nullpunkt stetig?

Aufgabe 2. Aus einem Potential R3 3 (x, y, z) 7→ V (x, y, z) ∈ R erhält man das Kraftfeld
F (x, y, z) auf dem R3 als

F = −grad V.

Die Potentialfunktion einer Kugel vom Radius R,

{(x, y, z) ∈ R3 : r :=
√
x2 + y2 + z2 ≤ R},

ist definiert durch

V (r) =


−2πR2 +

2π
3
r2 für r < R,

−4πR3

3r
für r ≥ R.

Berechnen Sie das Kraftfeld F und dessen Divergenz für 0 ≤ r < R und r > R.

Aufgabe 3. Seien f : Rn −→ R und γ : R −→ Rn differenzierbare Abbildungen. Zeigen Sie die
Kettenregel für f ◦ γ : R −→ R, d.h.

d(f ◦ γ)
dt

(t0) = 〈grad f(γ(t0)), γ̇(t0)〉,

wobei γ̇(t0) :=
dγ

dt
(t0).

Hinweis: Schreiben Sie den Restterm ϕ(h) in der Darstellung von f als differenzierbare Abbildung
im Punkt γ(t0) in der Form ϕ(h) = ϕ0(h) · ||h|| mit ϕ0(h) −→ 0 für h −→ 0.

b.w.
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Aufgabe 4. Sei D ⊂ Rn offen und f : D −→ R differenzierbar. Weiter seien a, b ∈ D derart, daß
das gesamte Segment

[a, b] := {a+ t(b− a) : t ∈ [0, 1]}

in D liegt. Zeigen Sie den folgenden Mittelwertsatz (vergl. I.6.10): Es gibt ein c ∈ [a, b] \ {a, b}
mit

f(b)− f(a) = 〈grad f(c), b− a〉.

Hinweis: Wenden Sie die Kettenregel und den Mittelwertsatz der 1-dimensionalen Differential-
rechnung auf die Funktion φ(t) = f(a+ t(b− a)) an.

Aufgabe 5. Ziel dieser Aufgabe ist es, die Interpretation der Divergenz eines Vektorfeldes als
Quellstärke zu verstehen. Dazu sei ein differenzierbares Vektorfeld v = (v1, . . . , vn) auf dem Rn

gegeben. Im Punkt a ∈ Rn betrachten wir den achsenparallelen Würfel der Kantenlänge ε > 0,
d.h. das Parallelepiped, das von den Vektoren εei, i = 1, . . . , n, im Punkt a aufgespannt wird.

Nun lassen wir diesen Würfel unter dem Einfluß von v ‘fließen’. Dies bedeutet, daß sich jeder
Punkt auf einer Bahn γ bewegt, deren Geschwindigkeitsvektor γ̇(t) in jedem gegebenen Bahnpunkt
γ(t) gleich dem Vektor v(γ(t)) ist. (Wie in Aufgabe 3 bezeichnen wir mit einem Punkt die Ableitung
nach der Zeitvariablen t.)

Für kleine Zeiten t ergibt sich in erster Näherung, daß sich der Eckpunkt a des Würfels nach
a + tv(a) bewegt, die Eckpunkte a + εei nach a + εei + tv(a + εei). Wir erhalten also ein neues
Parallelepiped, das von den Vektoren

ui(ε, t) := εei + t
(
v(a+ εei)− v(a)

)
, i = 1, . . . , n,

aufgespannt wird.
Nun endlich zur Aufgabenstellung: Sei Vε(t) das Volumen dieses Parallelepipeds, d.h.

Vε(t) = det
(
u1(ε, t), . . . , un(ε, t)

)
,

wobei wir die ui(ε, t) als Spaltenvektoren einer (n×n)-Matrix auffassen. Berechnen Sie V̇ε(0), und
zeigen Sie, daß

lim
ε→0

V̇ε(0)
Vε(0)

= div v(a).

Die Divergenz ist also in der Tat ein Maß dafür, wie sich ein ‘infinitesimales’ Volumen unter dem
‘Fluß’ des Vektorfeldes ausdehnt (bei positiver Divergenz) oder zusammenzieht (bei negativer
Divergenz).
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