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Aufgabe 1. (a) Zeigen Sie, dafi durch die Abbildungsvorschriften
a(z,y) == (r+1,y) und B(z,y) :=(—z+L,y+1)
eine Operation der endlich prisentierten Gruppe
G := {(a,b|b""aba)
auf dem R? definiert wird.

(b) Zeigen Sie damit, dal die Fundamentalgruppe der Kleinschen Flasche isomorph zu G ist
(vergl. Aufgabe 2(b) auf Ubungsblatt 2). Uberlegen Sie sich dazu, daB jedes Element von
G in der Form a®b' mit k,l € Z geschrieben werden kann, und benutzen Sie dies, um zu
verifizieren, dal durch a — a, b — f ein injektiver Homomorphismus von G in die Gruppe
der Homdomorphismen des R? definiert wird.

(c) Beschreiben Sie eine Henkelzerlegung der Kleinschen Flasche, die der Prisentation G der
Fundamentalgruppe entspricht.

Aufgabe 2. (a) Zeigen Sie algebraisch, daf} die endlich priisentierten Gruppen
(a,b|b"taba) und (c,d|c*d?)

isomorph sind. (Diese Aussage folgt topologisch daraus, daf beides Priisentationen der Fun-
damentalgruppe der Kleinschen Flasche sind.)

(b) Zeigen Sie algebraisch, daf§ die endlich prisentierten Gruppen
(a,b,c|laba™b71c?) und (c1,ca,c3|cicacd)

isomorph sind. (Diese Aussage folgt topologisch daraus, daf beides Priisentationen der Fun-
damentalgruppe von T?#RP? =~ RP?#RP?#RP> sind.)

Aufgabe 3. Betrachten Sie folgende Beispiele eines Kreises C' in einer Fliache F:
(i) F' sei das Mobiusband und C seine Randkurve,
(ii) F = S' x S! sei der Torus und C' = {(z,y) € S* x S': = y} der Diagonalkreis,
(iii) F sei der Zylinder und C' eine seiner Randkurven.

Wiihlen Sie in jedem dieser Félle einen Basispunkt in C', beschreiben Sie Erzeuger fiir die Funda-
mentalgruppe von C und F', sowie den durch die Inklusion C' — F' induzierten Homomorphismus
von Fundamentalgruppen.
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Aufgabe 4. Sei X ein topologischer Raum und f: S' — X eine stetige Abbildung. Definiere wie
in der Vorlesung
X Uy D* = (X + D?)/x ~ f(z) fir v € S* = 9D

(a) Zeigen Sie, daf} fiir homotope Abbildungen f,g: S' — X gilt:

XUy D* ~ X U, D

(b) Die Narrenkappe ist der topologische Raum, den man aus einem gleichseitigen Dreieck erhélt,
indem man die drei Seiten wie in Abbildung 1 angegeben identifiziert. Beschreiben Sie die
Narrenkappe in der Form S* Uy D? mit einer geeigneten Abbildung f: S' — S' und zeigen
Sie mit (a), dafl die Narrenkappe zusammenziehbar ist.

Abbildung 1: Die Narrenkappe.

Knobelaufgabe. Zeigen Sie, dal das Haus mit zwei Zimmern (siehe Abbildung 2) zusammen-
ziehbar ist. Hinweis: Uberlegen Sie sich, da man durch Verdicken der Winde einen Raum erhélt,
der hom6éomorph zum 3-Ball ist.

(7

Abbildung 2: Das Haus mit zwei Zimmern.
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