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Aufgabe 1. Sei M eine orientierte, zusammenhéngende Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dafl es zu
je zwei Punkten p,q € M (wobei p = ¢ erlaubt ist) und jedem orientierungserhaltenden Isomor-
phismus ¢ : T, M — T, M einen Diffeomorphismus f von M gibt mit T}, f = ¢.

Aufgabe 2. (a) Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Der Scheibensatz gilt auch (mit
gleichem Beweis wie in der Vorlesung) fiir Einbettungen R* — M, k < m, allerdings im
allgemeinen nur bis auf Isotopie, nicht ambiente Isotopie. Geben Sie Beispiele von je zwei
Einbettungen R — R bzw. R — S, die nicht ambient isotop sind.

(b) Eine Einbettung f: S*~! — M heifit unverknotet, wenn f zu einer Einbettung von D¥
erweitert. Zeigen Sie, daf} eine Abbildung f genau dann unverknotet ist, wenn es eine Kar-
te h: U — R™ von M und eine Isotopie F' von f gibt, so daB h o F: S*¥~1 — R" die
Standardeinbettung S*~! ¢ R¥ C R™ ist.

Aufgabe 3. Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, f: M — R eine diffe-
renzierbare Funktion und h = (z1,...,z,): U — R"™ eine Karte von M. Die Matrix

D)

heifit Hessesche von f im Punkt p. Die Funktion f hei3t Morse-Funktion, wenn die Hesse-
sche von f in jedem kritischen Punkt von f vollen Rang hat. Zeigen Sie, dafl diese Bedingung

5,J=1,..,n

unabhéngig von der Kartenwahl ist.

Aufgabe 4. In dieser Aufgabe wollen wir das Lemma 8.12 aus der Vorlesung beweisen. Sei dazu
f: R™ — R eine differenzierbare Funktion mit f(0) = 0. Auflerdem sei 0 € R™ ein kritischer Punkt
von f.

(a) Zeigen sie mittels des Lemmas von Morse (Lemma 2.2 der Vorlesung), da8 f in der Form
f(l’l, ey :vn) = Z Iixjhij(ml, e ,I’n)
ij=1

geschrieben werden kann, wobei man h;; = hj; annehmen kann. Folgern Sie, dafl dann
(hi;(0)) die Hessesche Matrix von f in 0 ist.

b.w.



Ab jetzt sei O ein nicht-ausgearteter kritischer Punkt von f, d.h. die Hessesche Matrix (h;;(0))
habe vollen Rang.

(b)
()

Zeigen Sie, dafl man durch einen linearen Koordinatenwechsel erreichen kann, dafl h11(0) # 0.

Die Quadratwurzel g := 4/|h11| ist dann auf einer kleinen Umgebung von 0 € R™ definiert.
Setze
u; = ax; firi #£1,
’11,1(5(11, Ce 7:13“) = g(l‘h - ,:En) . (-Tl + inh1i<x1, ey xn)/h“(xl, Ce 733“))
i>1
Zeigen Sie, dal man (uy,...,u,) in einer Umgebung von 0 als Koordinatenfunktionen ver-

wenden kann, und daf} f beziiglich dieser Koordinaten die Gestalt

flug, ..., up) = +u? + Z wiuihi;(us ..., )
i5>1

besitzt.

Wie mufl man dieses Verfahren induktiv fortsetzen, um f in die Gestalt

2 2 2 2
v1+...+vk_vk+1_..._vn

um 0 zu bringen? Zeigen Sie, daf3 die Zahl 0 < k < n in dieser Darstellung durch die gegebene
Funktion f eindeutig bestimmt ist.

Abgabe: Mittwoch 30.04.14 in der Vorlesung.



