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Ubungsblatt 10

Eine Moglichkeit, exotische Sphéren zu realisieren, sind die sogenannten Brieskorn-Mannig-
faltigkeiten. Dies sind Untermannigfaltigkeiten des C"*!, die man als Durchschnitt einer Sphére
§2ntl  C™*1 mit einer Teilmenge der Form

{(zo,...,zn)e(C”H: zg°+~~~+zfl":0}

erhélt, wobei (ag,...,a,) ein (n + 1)-Tupel von Zahlen aus Ny ist. Ob der entstehende Raum
tatséchlich homdomorph zu S?"~! ist, hingt von der Wahl der a; ab.

Auf diesem Ubungsblatt betrachten wir eine spezielle Klasse von Brieskorn-Mannigfaltigkeiten
und diskutieren einige ihrer topologischen Eigenschaften.

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dafl durch die Gleichungen

2020t 2ZnZy =

zg—I—z%—i—---—i—zi = 0

fiir jedes d € Ny eine (2n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von C"*! definiert wird. Wir
schreiben W?2"~1(d) fiir diese Mannigfaltigkeit.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, da W?2"~1(2) diffeomorph zum Raum der orthonormierten 2-Beine des
R™*+1 ist, d.h. zu
{(x.y) e R xR x| = y| =1, (x,y) = 0}.

Man nennt diesen Raum auch die Stiefel-Mannigfaltigkeit V,, 11 2. Alternativ kann man diesen
Raum als das Einheitstangentialbiindel von S™ interpretieren.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dal W3(0) diffeomorph zu S* x S? ist.

b.w.



Aufgabe 4. (a) Schreibe z := (20, ...,2,) € C""! in der Form z = x + iy mit x,y € R"*!. Die

orthogonale Gruppe O(n + 1) operiert auf C**! durch (A,x + iy) — Ax + iAy. Zeigen Sie:
(i) Diese Wirkung iiberfiihrt die Untermannigfaltigkeit W?2"~1(2) in sich selbst und ist
dort transitiv.
(ii) Der Stabilisator jedes Punktes in W?2"~1(2) ist konjugiert zu O(n — 1) C O(n + 1).
Hieraus ergibt sich, dal W?2"~1(2) fiquivariant diffeomorph zu O(n +1)/O(n — 1) ist.
Fiir beliebiges d € Ny kénnen wir eine O(n)-Wirkung auf W?2"~1(d) wie folgt definieren.
Schreibe (20, 21,...,2,) = (20,x + 1y) mit x,y € R", und definiere die Wirkung durch
(A, (20,x +1y)) — (20, Ax + iAy). Zeigen Sie:
(i) Dies definiert in der Tat eine Wirkung auf W?2"~1(d).

(ii) Zwei Punkte (20, ..., 2,) und (2{, ..., 2},) aus W?"~1(d) liegen genau dann in der selben
Bahn der O(n)-Wirkung, wenn zp = ().

(iii) Es gilt die Beziehung
|20/ = (2 = 20%0)% — 4(Ix PPy I? — (x,5)?).

Als Bonusaufgabe diirfen Sie sich iiberlegen, wie man mittels (iii) zeigen kann, dafl der Orbit-
raum W?2"~1(d)/O(n) die Einheitskreisscheibe {z € C: |z| < 1} ist. Aus der Bestimmung des
Stabilisators in Abhiingigkeit von z kann man dann auf den Diffeomorphietyp von W2"~1(d)
schlieen.

Abgabe: Mittwoch 25.06.14 in der Vorlesung.



