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Ubungsblatt 11

In der Vorlesung haben wir die Klassifikation exotischer Sphéren iibersetzt in die Bestimmung
der Gruppe I',,, = Diff(S™~1)/9Diff (D™). Auf diesem Ubungsblatt wollen wir uns einige Aussagen
ansehen, die die Komplexitdt von Diffeomorphismengruppen illustrieren.

Aufgabe 1. Fiir n € N betrachte die Abbildung
far R — R
2r 1 . 4,ml
0 — 9+?+2—nsm (?)
(a) Zeigen Sie, da8 f,, einen Diffeomorphismus S — S! induziert, wobei S! := R/277Z.

(b) Sei g: S — S! ein Diffeomorphismus von S*. Eine periodische Bahn von g der Linge
k € N ist eine Teilmenge {6, g(),...,¢g" ()} mit g*(0) = 6 und ¢7(0) # 0 fiir j < k. Eine
periodische Bahn der Lénge 1 ist also einfach ein Fixpunkt. Zeigen Sie:

(i) Je zwei periodische Bahnen von g sind disjunkt oder identisch.
(ii) Jede periodische Bahn von g mit ungerader Lénge ist auch eine periodische Bahn der
gleichen Lénge fiir g o g.
(iii) Eine periodische Bahn von ¢ der Linge 2k liefert zwei disjunkte periodische Bahnen
der Lange k von g o g.
(iv) Falls g o g eine endliche Anzahl periodischer Bahnen von gerader Linge besitzt, so ist
diese Anzahl gerade.

(c) Zeigen Sie, dafl es fiir gerades n keinen Diffeomorphismus g von S' mit go g = f,, gibt.
Uberlegen Sie sich dazu, daB8 f,, genau eine periodische Bahn der Liinge n hat.

Zur Erinnerung: Die Exponentialabbildung exp: T'M — M einer geschlossenen Riemannschen
Mannigfaltigkeit M ist definiert durch exp,(v) = 7,(1), wobei v, die durch 7, (0) = p und %,(0) =
v € T, M eindeutig definierte Geodétische ist.

Aufgabe 2. (a) Geben Sie eine Identifikation der glatten Vektorfelder X auf S mit den glatten
27-periodischen Funktionen auf R an, so daf die Exponentialabbildung T'S* — S*! (bzgl. der
Standardmetrik auf S') gegeben ist durch expy(X) = 6 + X (#) mod 27.

(b) Sei X ein glattes Vektorfeld auf einer geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit M.
Zeigen Sie, daf die Abbildung M — M gegeben duch p — exp,(X(p)) i.a. kein Diffeomor-
phismus von M ist.

Aufgabe 3. Auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit M 143t sich alternativ eine Exponential-
abbildung vom Raum I'(TM) der glatten Vektorfelder auf M in die Diffeomorphismengruppe
Diff (M) wie folgt definieren. Sei X € I'(TM) und ¢; der global definierte Flufi von X. Setze
exp(X) := ¢1. Zeigen Sie:

b.w.



(a)

(b)

Auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit stimmt diese Exponentialabbildung i.a. nicht mit
der in Aufgabe 2 beschriebenen Exponentialabbildung iiberein, selbst dann, wenn jene einen
Diffeomorphismus liefert.

Fiir das konstante Vektorfeld auf S!, das wir nach Aufgabe 2 als X () = 6, beschreiben
konnen, stimmen die beiden Definitionen der Exponentialabbildung iiberein und liefern beide
die Rotation Ry, um den Winkel 6.

Aufgabe 4. In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dafi die Abbildung exp: I'(T'M) — Diff (M)
nicht lokal surjektiv ist nahe id s, obwohl das Differential von exp im Nullschnitt 0 € T'(T'M) gleich
der Identitét ist. (Ein unendlich-dimensionaler Satz iiber implizite Funktionen gilt also nicht ohne
weiteres. )

(a)

Es gilt ToI'(TM) =T'(T M), daT(T'M) ein Vektorraum ist. Der Tangentialraum von Diff (M)
in idps kann in natiirlicher Weise mit I'(T'M) identifiziert werden. Zeigen Sie, dafl fiir h €
(T M) gilt:

d
7515=0exP(0 + sh)(p) = h,
und daher in der Tat Tp exp = idp(7as)-

Sei jetzt X ein glattes Vektorfeld auf S! und f = exp(X). Angenommen, f ist konjugiert zu
einer Rotation, d.h.

gof=Rg,0g

fiir ein geeignetes fp € R und ein g € Diff(S'). Schreibe ¢; fiir den Flu8 von X und ¢ fiir
den Fluf3 von 6y. Dann gilt die Gleichung

godr=¢Yog

also fiir t = 0 und ¢ = 1. Nehmen wir einmal an, die Gleichung gilt fiir alle t. Zeigen Sie durch
Differentiation in ¢t = 0, daBl Tg(X (p)) = 0o(g(p)) € Ty(S* fiir jeden Punkt p € S*. Wenn
wir X als glatte 2w-periodische Funktion auf R und g als 2m-dquivarianten Diffeomorphismus
von R auffassen, konnen wir dies als ¢'(x) - X (x) = 6y fiir alle € R lesen.

Sei zusitzlich zu den Annahmen in (b) angenommen, daf f keine Fixpunkte hat. Zeigen Sie,
dafl dann

o) =90+ [t ds
gilt.

Wir gehen erneut von der Annahme f = exp(X) und f fixpunktfrei aus. Motiviert durch die
Uberlegungen aus (b) und (c) setzen wir

— ’ 90
g(ﬂf) T 0 X(S)

ds,

wobei wir 6y € R so wihlen, daf g(27) = 2n. Zeigen Sie, dafl ¢g einen orientierungstreuen
Diffeomorphismus von S! induziert, und daf go f = Ry, o g. Folgern Sie mit Aufgabe 1, daf
fn fiir grofles n nicht im Bild von exp liegen kann.

Abgabe: Mittwoch 2.07.14 in der Vorlesung.



