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Als n-Zelle bezeichnet man einen topologischen Raum, der homdomorph zu einer offenen n-
Scheibe ist. Eine Zellenzerlegung eines topologischen Raumes X ist eine Menge

E={ef CX: neNy A€ Ay}
von n-Zellen e¥, so daf

X:|_|e§f.
n,A

Man bezeichnet die Menge

XM .= U e’/{

kE<n,\EAx

als n-Skelett. Ein Hausdorff-Raum X mit Zellenzerlegung £ heiit CW-Komplex, falls gilt:

(i) Fiir jede n-Zelle e} € £ gibt es eine stetige Abbildung fy: D™ — X, die sogenannte cha-
rakteristische Abbildung, mit

Ale D" Zsed und fr(S") € XD,

Dn

(ii) (Closure finiteness) Der Abschlufl € jeder Zelle e € £ schneidet nur endlich viele Zellen.

(iii) (Weak topology) Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn A N & abge-
schlossen ist fiir jede Zelle e € £.

Aufgabe 1. (a) Geben Sie zwei verschiedene CW-Zerlegungen der 2-Sphire S? an.
(b) Geben Sie eine CW-Zerlegung des Torus T2an.

(c) Geben Sie eine CW-Zerlegung von T?#T? an, die nur eine 2-Zelle verwendet.

Aufgabe 2. Ein Unterkomplex A eines CW-Komplexes X ist ein abgeschlossener Unterraum,
der aus Zellen von X zusammengesetzt ist. Ein CW-Paar (X, A) besteht aus einem CW-Komplex
X und einem Unterkomplex A.

Sei nun M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand und f: M — (—o0, a] eine Morsefunktion
mit regulirem Wert a und f~1(a) = M. (Wie findet man eine solche Funktion?) Zeigen Sie:

b.w.



(a) Falls f genau k; kritische Punkte vom Index 4 besitzt, so ist M vom Homotopietyp eines
endlichen CW-Komplexes mit genau k; Zellen der Dimension ¢ =0, ..., n.
(Begriinden Sie kurz, wie Satz 5 aus Abschnitt 11.3 auf beliebige Dimensionen verallgemei-
nert.)

(b) (M,0M) hat den Homotopietyp eines CW-Paares der Dimension < n.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dafl die Funktion g: CP™ — R, definiert durch

2 Alzil?
glzo ..z = =,
2152

wobei die A; verschiedene positive Zahlen sind, eine Morse-Funktion des Typs (1,0,1,0,...,1,0,1)
ist. Daher ist CP™ vom Homotopietyp eines endlichen CW-Komplexes mit einer Zelle in jeder
geraden Dimension.

Bemerkung: Mittels dieses Ergebnisses lassen sich die Homologiegruppen von CP™ berechnen:

Z ., k=0,24,...,2n

H(CPZ) = {0 sonst

Aufgabe 4. Analog zu Aufgabe 3 definiert man eine Morse-Funktion f: RP" — R durch

flzo: . i xy) = Za:?]

(a) Zeigen Sie, da} f eine Morse-Funktion vom Typ (1,1,...,1) ist. (Die Homologie von RP™
lé8t sich hieraus nicht direkt erschlielen.)

(b) Skizzieren Sie fiir n = 1,2,3 die kritischen Punkte und die Niveaumengen der Komposition
sm 2, rpr LR,

wobei p die iibliche doppelte Uberlagerung ist, d.h. p(xo,...,z,) = [0 : ... : Ty].

Abgabe: Mittwoch 9.07.14 in der Vorlesung.



