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Aufgabe 1. Sei f : R2 → R definiert durch

f(x, y) =

xy ·
x2 − y2

x2 + y2
für (x, y) 6= (0, 0),

0 für (x, y) = (0, 0).

Zeigen Sie, daß f überall zweimal partiell differenzierbar ist und berechnen Sie explizit die par-
tiellen Ableitungen

∂f

∂x
(x, y),

∂f
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(x, y),

∂2f

∂x∂y
(0, 0) =
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(
∂f
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(0, 0) und
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∂y∂x
(0, 0) =

∂
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(
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)
(0, 0).

Gilt
∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

∂2f

∂y∂x
(0, 0)? Ist f im Nullpunkt stetig?

Aufgabe 2. Sei f : R2 → R definiert durch

f(x, y) =


xy2

x2 + y6
für (x, y) 6= (0, 0),

0 für (x, y) = (0, 0).

Zeigen Sie, daß im Punkt (0, 0) alle Richtungsableitungen existieren. Ist f dort differenzierbar?

Aufgabe 3. (a) Sei D ⊂ Rn offen. Bekanntlich nennen wir eine Abbildung f : D → Rm

differenzierbar in a ∈ D, wenn es eine lineare Abbildung (bzw. eine (m × n)-Matrix)
Jf (a) : Rn → Rm gibt, so daß

f(a+ h) = f(a) + Jf (a) · h+ ϕ(h)

mit ϕ(h) = o(|h|). Zeigen Sie, daß dies äquivalent zu der folgenden Aussage ist: Es gibt eine
Abbildung A von D in den Raum der linearen Abbildungen Rn → Rm, so daß

f(x) = f(a) +A(x) · (x− a),

und zwar so, daß A in a stetig ist mit dem Wert A(a) = Jf (a).

Hinweis: Um aus der ersten die zweite Definition zu erhalten, schreibe x = a+ h und

ϕ(h) = 〈h, h
|h|
〉 · ϕ(h)
|h|

für h 6= 0, und definiere damit für jedes x ∈ D die lineare Abbildung v 7→ A(x) · v geeignet.
Für die andere Richtung argumentiere wie in der Vorlesung im Fall m = n = 1.

b.w.



(b) Benutzen Sie die alternative Darstellung einer differenzierbaren Abbildung aus (a) um die
Kettenregel zu beweisen, analog zum Argument aus der Analysis I.

Aufgabe 4. Ziel dieser Aufgabe ist es, die Interpretation der Divergenz eines Vektorfeldes als
Quellstärke zu verstehen. Dazu sei ein differenzierbares Vektorfeld v = (v1, . . . , vn) auf dem Rn

gegeben. Im Punkt a ∈ Rn betrachten wir den achsenparallelen Würfel der Kantenlänge ε > 0,
d.h. das Parallelepiped, das von den Vektoren εei, i = 1, . . . , n, im Punkt a aufgespannt wird.

Nun lassen wir diesen Würfel unter dem Einfluß von v ‘fließen’. Dies bedeutet, daß sich jeder
Punkt auf einer Bahn γ bewegt, deren Geschwindigkeitsvektor γ′(t) in jedem gegebenen Bahn-
punkt γ(t) gleich dem Vektor v(γ(t)) ist.

Für kleine Zeiten t ergibt sich in erster Näherung, daß sich der Eckpunkt a des Würfels nach
a + tv(a) bewegt, die Eckpunkte a + εei nach a + εei + tv(a + εei). Wir erhalten also ein neues
Parallelepiped, das von den Vektoren

ui(ε, t) := εei + t
(
v(a+ εei)− v(a)

)
, i = 1, . . . , n,

aufgespannt wird.
Nun endlich zur Aufgabenstellung: Sei Vε(t) das Volumen dieses Parallelepipeds, d.h.

Vε(t) = det
(
u1(ε, t), . . . , un(ε, t)

)
,

wobei wir die ui(ε, t) als Spaltenvektoren einer (n×n)-Matrix auffassen. Berechnen Sie V ′ε (0), und
zeigen Sie, daß

lim
ε→0

V ′ε (0)
Vε(0)

= div v(a).

Die Divergenz ist also in der Tat ein Maß dafür, wie sich ein ‘infinitesimales’ Volumen unter dem
‘Fluß’ des Vektorfeldes ausdehnt (bei positiver Divergenz) oder zusammenzieht (bei negativer
Divergenz).
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