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Aufgabe 1. Der n-dimensionale reell projektive Raum RP"™ ist der Quotientenraum von S™,
der durch die Identifikation von Antipodenpunkten entsteht, d.h. RP™ := S"/ ~ mit & ~ y fiir
x,y € S genau dann, wenn y = x oder y = —x.

Identifizieren Sie R3 mit dem Raum der rein imaginsiren Quaternionen, d.h. mit Quaternionen
der Form a1i+ azj+ ask mit a1, az, az € R, und S® mit dem Raum der Quaternionen der Lénge 1.

Zeigen Sie:

(a) Konjugation von R?* C H mit einem Element aus S% C H definiert ein Element aus SO(3),

d.h. die Abbildung
R3 — R3
a +— uau!

ist fiir jedes u € S3 eine spezielle orthogonale Abbildung (also eine Drehung von R3 um eine

geeignete Achse).

(b) Die so definierte Abbildung
s — SO(3)

u +— {a~— uau"t}

ist ein stetiger, surjektiver Homomorphismus von topologischen Gruppen mit Kern {£1}.

¢) Folgern Sie, dafi SO(3) zu RP? homomorph ist.
g

Aufgabe 2. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Jede stetige Abbildung f: X — S™, die nicht surjektiv ist, ist nullhomotop, d.h. homotop

zu einer Abbildung, die ganz X auf einen einzigen Punkt in S™ abbildet.

(b) Je zwei stetige Abbildungen f,g: X — CY sind homotop zueinander. (Hier bezeichnet C'Y
den Kegel iiber Y.)

(c) Eine stetige Abbildung f: X — Y ist nullhomotop genau dann, wenn sie zu einer stetigen
Abbildung CX — Y erweitert.

b.w.



Aufgabe 3. Fiir topologische Rdume X, Y sei mit [X, Y] die Menge der Homotopieklassen stetiger
Abbildungen X — Y bezeichnet. Die von einer Abbildung f: X — Y reprisentierte Homotopie-
klasse sei mit [f] bezeichnet.

Betrachte S! als den Einheitskreis in C, und damit als topologische Gruppe beziiglich der Mul-
tiplikation komplexer Zahlen. Fiir stetige Abbildungen f,g: X — S definiere man die Abbildung
f-g: X — St durch (f - g)(z) := f(x) - g(x). Zeigen Sie, daB8 die Verkniipfung [f] * [g] := [f - g]
wohldefiniert ist, und da8 ([X,S'], ) eine abelsche Gruppe ist.

Aufgabe 4. Seien u und v Schleifen in einer topologischen Gruppe G mit Basispunkt e, dem
Einselement von G. Sei u* v die durch uxv(s) = p(u(s),v(s)), s € [0, 1], definierte Schleife, wobei
u: G x G — G die Multiplikation in G bezeichnet. Zeigen Sie, daf}

wv ~uxv~vu rel {0,1},

und folgern Sie daraus, dafl 7 (G, e) abelsch ist.
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