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Aufgabe 1. Sei A eine nichtleere Teilmenge eines metrischen Raumes (M, d). Der Abstand eines
Punktes z € M von A ist definiert als

d(z, A) := inf{d(z,a): a € A}.

(a) Zeigen Sie, daf§
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y) firalle z,y € M.

(b) Es seien a,b € R™ mit b # 0, und g sei die Gerade
g= {a—|—tb: teR}.

Es sei d der euklidische Abstand auf dem R™. Schreiben Sie die Abstandsfunktion d(z, g) fiir
x € R™ explizit als Funktion von x, a und b.

Aufgabe 2. Zeigen Sie:

(a) In einem metrischen Raum ist ein Hiufungspunkt einer Folge (x,) stets Grenzwert einer
Teilfolge von (z,).

(b) Jeder kompakte metrische Raum ist vollsténdig.

Aufgabe 3. (a) Sei
X = {(az,sin(l/x)) eR%: ¢ G]R*}U{(O,y) eR?: —1<y< 1} c R?,

versehen mit der von R? induzierten Topologie. Skizzieren Sie diese Menge. Zeigen Sie, daf
X zusammenhéngend, aber nicht wegzusammenhéngend ist.

(b) Zeigen Sie, daf eine offene Teilmenge X C R™ mit der von R” induzierten Topologie genau
dann zusammenhéngend ist, wenn sie wegzusammenhéangend ist.

Hinweis: Sei g € X ein fest gewihlter Punkt und A C X die Menge der Punkte, die sich
durch einen Weg in X mit xy verbinden lassen. Zeigen Sie, daf§ A offen und abgeschlossen
in X ist.
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