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Aufgabe 1. Sei f eine ganze Funktion, d.h. eine holomorphe Funktion C — C. Es gebe eine
natiirliche Zahl m und positive Konstanten M, R, so da |f(z)] < M|z|™ fiir alle komplexen
Zahlen z mit |z| > R gilt. Zeigen Sie, dal f ein Polynom vom Grad < m ist.

Aufgabe 2. Sei f eine ganze, nichtkonstante Funktion. Zeigen Sie, daf die Bildmenge f(C) dicht
in C liegt.
Hinweis: Fiihren Sie die Annahme, daf es eine offene Scheibe D, (wp) im Komplement von f(C)

gibt, zu einem Widerspruch zu einem wichtigen Satz aus der Vorlesung.

Aufgabe 3.

(a) Sei f eine ganze Funktion, die auf R reellwertig ist. Zeigen Sie, daff die Potenzreihenentwick-

lung von f um 0 nur reelle Koeffizienten hat. Insbesondere gilt also f(z) = f(2).

(b) Seien f eine ganze Funktion und g: C — C eine Abbildung definiert durch g(z) = f(z2).
Zeigen Sie, daf g die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen auf C erfiillt, also wieder

eine ganze Funktion ist. Geben Sie damit ein alternatives Argument fiir (a).

Aufgabe 4. Seien f,g € O(U) fiir eine offene Teilmenge U C C. Weiter sei a € 9B,.(0) die einzige

Nullstelle von g in der abgeschlossene Kreisscheibe B,.(0) C U vom Radius r > 0, und es gelte
g'(a) # 0 und f(a) # 0. Zeigen Sie, dafl
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wobei Y7 a,z" die Potenzreihenentwicklung von f/g um 0 ist.
Hinweis: Schreiben Sie ¢g(z) = (z — a)h(z). Welche Eigenschaften hat die Funktion h(z)? Be-

trachten Sie dann die Potenzreihenentwicklung von f(z)/h(z).
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