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Aufgabe 1. Es sei G ein beschriinktes Gebiet, und G bezeichne dessen Abschlufl. Es sei (fy)nen
eine Folge von Funktionen f,: G — C, die auf G holomorph und auf G stetig sind. Zeigen Sie:
Falls die Folge auf G \ G gleichmiflig konvergiert, dann konvergiert die Folge sogar gleichméBig
auf ganz G. Zeigen Sie auBerdem, dafl in diesem Fall die Grenzfunktion wieder holomorph auf G

und stetig auf G ist.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, daf§ die Reihe
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auf C* \ {|z| = 1} lokal gleichméiBig konvergiert, und bestimmen Sie die Grenzfunktion.
Hinweis: Schreiben Sie den Quotienten 1/ (z2n - z’2n) in geeigneter Weise als Differenz, so daf3

sich fiir die Partialsummen eine Teleskopsumme ergibt.

Aufgabe 3. Nach dem Satz von Hurwitz (Satz 7.2) kann die Anzahl der Nullstellen im Grenzwert
einer lokal gleichmifig konvergenten Folge nicht zunehmen. Das heifit, ist (f,)nen eine Folge
holomorpher Funktionen auf einem Gebiet G, die lokal gleichmiflig gegen f € O(G) konvergiert,
und hat jede der Funktionen f, héchstens m Nullstellen in G, so hat auch f hochstens m Nullstellen
(oder ist identisch 0).

Umgekehrt kann die Anzahl der Nullstellen beim Ubergang zur Grenzfunktion aber durchaus
abnehmen. Konstruieren Sie dazu fiir jede Zahl & € NU {co} ein Beispiel einer Folge (f,) holo-
morpher Funktionen auf der offenen Einheitskreisscheibe D;(0), die lokal gleichmiilig gegen eine
holomorphe Funktion f konvergiert, mit der Eigenschaft, dafl jede Funktion f,, genau k Nullstellen
besitzt (mit Vielfachheit gezdhlt), die Grenzfunktion f aber keine Nullstellen hat.
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Aufgabe 4.* Zeigen Sie, dafl fiir Rez > 1 durch
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eine holomorphe Funktion definiert ist, wobei n* := exp(zlogn). Diese Funktion heifit Riemann-
sche Zetafunktion und spielt u.a. in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle. Finden Sie eine
Reihendarstellung fiir die Ableitung ¢’(z2).

* Die gesternten Aufgaben werden nicht korrigiert oder bepunktet. In der Folgewoche erhalten
Sie aber dennoch eine Losungsskizze, so dafl diese Aufgaben der Selbstkontrolle (oder dem reinen

mathematischen Vergniigen) dienen.
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