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Aufgabe 1. Sei V ein linearer Zusammenhang auf der Mannigfaltigkeit M. Definiere eine Abbil-
dung 7: T(TM) x T(TM) — T'(TM) durch
7(X,Y) =VxY — Vy X — [X,Y].
(a) Zeigen Sie, dal 7 eine C°°(M)-bilineare Abbildung ist. Dies rechtfertigt die Bezeichnung

Torsions- Tensor fiir 7, wie wir in der Vorlesung diskutieren werden.

(b) Der Zusammenhang V heit symmetrisch, wenn sein Torsions-Tensor identisch verschwin-
det. Zeigen Sie, da3 V genau dann symmetrisch ist, wenn seine Christoffel-Symbole beziiglich

jedes lokalen Koordinatenrahmens 0, ..., d, symmetrisch sind, d.h. Ffj = Ffl

Aufgabe 2. Essei L: T(TM)xT(TM) — I'(TM) die aus der Elementaren Differentialgeometrie
bekannte Lie-Ableitung (X,Y) — LxY = [X,Y].

(a) Zeigen Sie, dafl L kein Zusammenhang ist.
(b) Geben Sie ein Beispiel von Vektorfeldern V,W auf dem R? mit V = W = 9; lings der
xl-Achse, aber Ly (02) # Lw (02) lings der z'-Achse.

Dies zeigt, daf die Lie-Ableitung nicht zu einer wohldefinierten Ableitung von Vektorfeldern

langs Kurven einschriankt, wie es lineare Zusammenhénge tun.

Aufgabe 3. Es seien V? und V! zwei (lineare) Zusammenhiinge auf einer Mannigfaltigkeit M.
Die Abbildung A: T'(TM) x T(TM) — T'(TM), definiert durch A(X,Y) = VLY — V%Y, heifit

Differenz-Tensor von V? und V.
(a) Zeigen Sie, dafi A in der Tat C°°(M)-bilinear ist.
(b) Zeigen Sie umgekehrt, daf fir jede C°°(M)-bilineare Abbildung A: I'(TM) x I'(TM) —

['(TM) durch V° + A ein Zusammenhang definiert ist. Die Menge aller Zusammenhiinge ist
also beschrieben durch {V°? + A: A ist C°°(M)-bilinear}.

(c) Zeigen Sie, daB V° und V! genau dann die gleichen Geoditischen definieren, wenn ihr
Differenz-Tensor antisymmetrisch ist, d.h. A(X,Y) = —A(Y, X).

(d) Verifizieren Sie, dal VY und V! genau dann den gleichen Torsions-Tensor besitzen, wenn ihr
Differenz-Tensor symmetrisch ist, d.h. A(X,Y) = A(Y, X).



Aufgabe 4. Essei V ein linearer Zusammenhang auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g).

Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) V ist metrisch, im Sinne da8
X(9(Y,2)) = 9(VxY.Z) +9(Y,Vx2)
fiir alle X, Y, Z e T(TM).

(ii) In jedem lokalen Koordinatenrahmen 0y, ..., 0,, und mit den durch g;; = (g(9;, 0;) definier-

ten metrischen Koeffizienten, geniigen die Christoffel-Symbole der Gleichung
gk = Dhagis + Thjoui,

wobei g;; 1 die Ableitung Og;; bezeichnet.

Betrachten Sie dazu die Ableitung 9y (g(X'9;,Y79;)).

(iii) Sind Y, Z Vektorfelder lings einer Kurve + in M, so gilt

d D D

—g(V,2)=g(=Y,Z Y, —Z).

A g(dt ’ )+g( dt )
(iv) Sind Y, Z parallele Vektorfelder lings ~, so ist ¢(Y, Z) konstant.

(v) Parallelverschiebung Py s, @ Ty )M — T4,y M ist eine Isometrie fiir jede Kurve v: I — M
und alle tg,t; € 1.
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