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Aufgabe 1. Es sei ¢: (M,g) — (M, g) eine Isometrie. Der Levi-Civita-Zusammenhang sei mit
V bzw. V bezeichnet. Fiir ein Vektorfeld X auf M ist durch

(peX)q = Tpo1(9)p(Xp-1()), 4 €M,

ein Vektorfeld auf M definiert. Entsprechend definiert man fiir eine Funktion f € C (M) die
Funktion ¢.f € C’OO(JT/[/) durch ¢, f = f o p~'. Durch (@*6)XY = gp;l(ﬁwx(cp*Y)) ist eine
Abbildung ¢*V: T(TM) x T(TM) — I'(TM) definiert. Zeigen Sie, daB ¢*V ein Zusammenhang
auf M ist, der symmetrisch und metrisch (bzgl. g) ist. Dies erfordert lediglich eine sorgfiltige
Betrachtung der Definition von ¢.. Bedenken Sie dabei auch die algebraische Definition des Dif-
ferentials, wenn man Tangentialvektoren als Derivationen interpretiert: Tpp(X,)(f) = X,(f o ¢)
fiir f € C°°(M).

Aufgrund der Eindeutigkeit des Levi-Civita-Zusammenhangs folgt dann, dafl gp*% =V, und
daB fiir die Riemannsche Geoditische v in (M, g) mit v(0) = p € M und 4(0) = V € T,M die
Bildkurve ¢ o v die Riemannsche Geodétische in (JT/.f ,§) mit Anfangspunkt ¢(p) und Anfangsge-
schwindigkeit T,¢(V) ist.

Uberlegen Sie sich, daf fiir eine Komposition ¢ o 4 von Diffeomorphismen (0 ¢). = @, o,

gilt, sowohl auf Funktionen wie auf Vektorfeldern.

Aufgabe 2. Wir betrachten das Hyperboloid-Modell H” C R"*! des hyperbolischen Raumes mit

der durch die Minkowski-Metrik m des R"*! induzierten Riemannschen Metrik ggn.

(a) Zeigen Sie, daf der Tangentialzusammenhang V7 auf H", der durch Orthogonalprojektion
bzgl. m (!) des euklidischen Zusammenhangs auf dem R"*! definiert ist, metrisch bzgl. ggn

und symmetrisch ist, also gleich dem Levi-Civita-Zusammenhang.

(b) Sei p € H” und v € T,H™ mit |v| = 1, wobei die Lénge mittels gu» gemessen wird. Wir
betrachten die Kurve ¢ — ~(t) = pcosht + vsinht. Verifizieren Sie die folgenden Punkte:

(i) v(0) = p, 9(0) = v, und die Spur von ~ liegt ganz in H".
(ii) 4(t) ist m-orthogonal zu T, ;) H".

Folgern Sie mit (a), dal v die eindeutige hyperbolische Geodiitische mit den gegebenen
Anfangsbedingungen ist.

b.w.



Aufgabe 3. Aus der Vorlesung wissen wir, da8 die Geoditischen im Hyperboloid-Modell H? der
hyperbolischen Ebene gegeben sind als der Durchschnitt von H? mit einer Ebene im R? durch den
Ursprung, also durch eine lineare Gleichung der Form a;x' = 0 (‘Typ 1°) oder y = a;2? (‘Typ 27),
parametrisiert proportional zur Bogenldnge. Wir wollen nun die Geodétischen im Scheibenmodell

B2 bestimmen.

(a) Zeigen Sie, daf eine Geodéitische vom Typ 1 unter der hyperbolischen stereographischen

Projektion ® auf ein Geradensegment in B? durch den Ursprung abbildet.

(b) Zeigen Sie, dafl die Gleichung fiir Geodétische vom Typ 2 unter der hyperbolischen stereo-
graphischen Projektion in die Gleichung

lul> = 2(a,u) +1=0

transformiert, mit oo = (g, a2). Hier bezeichnet (., .) das Standardskalarprodukt auf dem
R?, und | .| die zugehorige Norm.

(c) Zeigen Sie, da8 die Gleichung aus (b) dquivalent geschrieben werden kann als

a—af?=|a? - 1.

(d) Die Gleichung aus (c) beschreibt die leere Menge fiir |a|? < 1, und einen Punkt auf dem Rand
OB? von B? fiir |a|? = 1. Fiir |a|> > 1 erhalten wir einen Kreis vom Radius 1/|a|? — 1 um
den Punkt «. Zeigen Sie mittels einer elementargeometrischen Uberlegung, daff der Schnitt

dieses Kreises mit B? ein Kreisbogen ist, der orthogonal auf OB? steht.

Aufgabe 4. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f € C*(M).

a) Zeigen Sie, dafl durch die Bedingun,
(a) g gung
glgrad f,Y) =Y f furalleY e I(TM)

ein eindeutiges Vektorfeld grad f auf M definiert ist. Wir nennen dies das Gradientenvek-
torfeld von f.

(b) Zeigen Sie, dafl grad f orthogonal auf den Niveaumengen {f = ¢} steht. (Wie in der Analysis
IT zeigt man, dafl {f = ¢} eine Untermannigfaltigkeit von M genau dann ist, wenn der

Gradient lings dieser Niveaumenge nirgends verschwindet.)

(¢) Nun sei weiter angenommen, dafl f die Eigenschaft besitzt, dafi das Gradientenvektorfeld
Linge konstant 1 hat beziiglich g, also g(grad f,grad f) = 1. Zeigen Sie, dal dann die
Integralkurven des Vektorfeldes grad f, d.h. die Kurven v in M mit 4(t) = (grad f),),

Riemannsche Geodétische sind.
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