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Aufgabe 1. In der Vorlesung hatten wir die kovariante Ableitung VxS einer C*°-multilinearen
Abbildung
S: T(TM)x---xI'(TM) — R

(mit k& Faktoren I'(T'M)) definiert durch
(VxS)(Y1,....Y,) =X(S(Y1,...,Yy)) = S(VxYr,...,Y,) — - = S(Y1,...,VxYy).

In dieser Aufgabe wollen wir einen weiteren Beleg dafiir liefern, dafi dies eine sehr natiirliche

Definition ist.
(a) Verifizieren Sie zunichst, dafl VxS wieder C°°(M)-linear in jedem der k Argumente Y; ist.

(b) Sei p € M gegeben, und ~v: (—¢,e) — M eine Kurve mit y(0) = p und §(0) = X,,. Sei
ei,...,en eine Basis von T, M, und t — e;(t) das Vektorfeld ldngs v, das man durch Paral-

lelverschiebung von e; erhélt. Setze

Siyin () == S(ei, (1), .., e (1))

Zeigen Sie, dafl
d
(VxSD))iy...ix, = 2 =05 i

Mit anderen Worten, die Komponenten der kovarianten Ableitung VxS beziiglich eines

parallelen Rahmens sind einfach die gewthnlichen Ableitungen der Komponenten von S.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, daf} fiir die in Aufgabe 1 definierte kovariante Ableitung und fiir jede
Funktion f € C°(M) gilt:
Vx(f8) = X(f)S+ fVxS.

Aufgabe 3. In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dafl der Kriimmungstensor R vollstéindig durch

die Schnittkriimmungen bestimmt ist. Allgemeiner: Sei
R: T(TM) xT(TM) xT(TM) x I'(TM) — R
eine C*°(M)-lineare Abbildung, die den Symmetrien von Satz 4.3 der Vorlesung geniigt, d.h.

b.w.



(i) R(X,Y,Z, W)= —R(Y,X,Z,W),
(i) R(X,Y,Z W)+ R(Y,Z,X,W)+ R(Z,X,Y,W) =0,
(iii) R(X,Y,Z,W)=—-R(X,Y,W, Z),
(iv) R(X,Y,Z,W)=R(ZW,X,Y),
wobei, wie wir gesehen haben, (iv) eine Konsequenz von (i) bis (iii) ist. Setze
K(X,Y)=R(X,Y,Y, X);

dies ist also bis auf den Faktor | X |?|Y|? — (¢(X,Y))? die Gau-Kriimmung, wenn R der Riemann-

sche Kriimmungstensor ist.
(a) Verifizieren Sie die Identitét

6R(X,Y,ZW) = K(X+W,Y+2Z)-KX+W,Y)-KX+W,2)-K(X,Y +Z2)
—KW,Y+2)+K(X,Z)+ KW,Y) - K(Y +W,X + Z)
+EY +W,X)+K(Y +W,2)+K(Y,X +Z)+ KW, X + Z)
—K(Y,Z) - K(W, X).

(b) Zeigen Sie, daf die Abbildung
R(X,Y,ZW) = g(X,W)g(Y, Z) — g(X, Z)g(Y, W)

den Symmetrien (i) bis (iv) geniigt. Dies, zusammen mit der Konsequenz aus (a), dafl dann
auch R’ durch das entsprechende K’ bestimmt ist, verwenden wir im Beweis des Satzes von
Schur iiber Raumformen. Zeigen Sie aulerdem, dafl aus der Parallelitdt von g auch die von
R/ folgt, also VR’ = 0.

Aufgabe 4. (a) Zeigen Sie, dafl jede zusammenhingende, 3-dimensionale Einstein-Mannigfal-

tigkeit eine Raumform ist.

(b) Wie éndern sich Levi-Civita-Zusammenhang, Kriitmmungstensor und die Schnittkriimmun-
gen, wenn man die Riemannsche Metrik ¢g auf einer Mannigfaltigkeit durch Ag, A € R™T,

ersetzt? Was bedeutet das fiir die Schnittkriimmungen der n-Sphire vom Radius R in R*+1?
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