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Aufgabe 1. Bei der Diskussion von Fliissen hatten wir gesehen, dafl sich Losungen einer gewthnli-
chen Differentialgleichung als Integralkurven eines Vektorfeldes interpretieren lassen. Analog wol-
len wir in dieser Aufgabe anhand eines einfachen Beispiels diskutieren, wie sich Losungen ei-
nes Systems partieller Differentialgleichungen erster Ordnung als Integralmannigfaltigkeiten einer
Distribution auffassen lassen. Die Integrabilitit (d.h. Losbarkeit) des Systems von Differentialglei-
chungen entspricht dabei genau der Integrabilitéit der Distribution.

Seien g, h: R?® — R zwei C'-Funktionen. Wir betrachten das System partieller Differentialglei-
chungen

o= olewa), 5= hy2)

und suchen fiir alle a,b, ¢ € R jeweils eine Losung z = f(x,y), wobei f eine C?-Funktion sein soll,

die der ‘Anfangsbedingung’ f(a,b) = ¢ geniigt.

(a) Zeigen Sie, daf die Bedingung g, + hg. = hy + gh., wobei die Indizes partielle Ableitungen
bezeichnen, notwendig fiir die Existenz einer Losung zu jeder gegebenen Anfangsbedingung

ist.

(b) Auf dem R3 betrachten wir die Vektorfelder

Verifizieren Sie, daf§ f genau dann Loésung ist, wenn der Graph von f eine Integralmannig-

faltigkeit der von X und Y aufgespannten Distribution D ist.
(¢) Rechnen Sie nach, dafi die Integrabilitidtsbedingung aus (a) dquivalent zu [X,Y] € D ist.

(d) Aus dem Satz von Frobenius folgt dann, daf die Bedingung in (a) auch hinreichend fiir die
Existenz von Losungen ist. Schreiben Sie die Losung zu einer vorgegebenen Anfangsbedin-

gung explizit mittels der Fliisse von X und Y.

Aufgabe 2. In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dafi sich die Involutivitét einer d-dimensionalen
Distribution D auf einer Mannigfaltigkeit M lokal anhand einer beliebigen Basis verifizieren 148t.
Sei dazu X1,...,Xq € I'(TU) eine lokale Basis von Vektorfeldern in D, d.h. X1(q), ..., Xa(q) ist
Basis von D, C T, M fiir alle ¢ € U C M. Zeigen Sie, dafl D|y genau dann involutiv ist, wenn
[X;, X;]q € Dy fir alle g € D.

b.w.



Aufgabe 3. Die folgenden beiden Uberlegungen gehen in den Beweis des Satzes von Frobenius
ein, wobei wir die Aussage in (a) aufgrund der lokalen Koordinatendarstellung im Beweis gar nicht

in dieser Allgemeinheit zitieren miissen.

(a) Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, ¢ € C*°(M,N), X1,Xs € T'(TM) und
Y1,Ys € T(T'N). Zeigen Sie: Falls

Tpgo(Xi)p) = Y;-’Ap(p) fir 7= 1, 2,

so gilt auch
Tpp([X1, Xalp) = [Y1, Ya]p(p)-

(b) Sei ¥ = (Y1,...,%,): R — R™ mit d < n, eine differenzierbare Abbildung mit 1(0) =
0, deren Jacobische J, auf einer Umgebung von 0 € R? den vollen Rang d hat. Nach
Vertauschen der Koordinaten im R™ kénnen wir annehmen, dafl

s
8(Ej

det( )7&0

auf einer Umgebung von 0, d.h. die Abbildung

hi(xy,...,xq) — (P1(z1, .., 24), - Ya(x1, ... xq))

ist lokal um 0 invertierbar, und

Yoh May,... ) = (z1,...,2a, a1 0 b, .. b o A7),

Setze

k(yi, .- yn) = (Y1, Yd Ya+1 — Ydat1 Oh_l(ylu"'7yd)7'-'ayn — Yy Oh_l(y17-~~7yd))~

Zeigen Sie, daf} k lokal um 0 invertierbar ist, und daf3

kotpoh Yay,...,xq) = (z1,...,24,0,...,0).

Aufgabe 4. Sei a eine 1-Form auf einer Mannigfaltigkeit M. Dies bedeutet, dal a fasernweise
eine lineare Abbildung 7, M — R definiert, und in lokalen Koordinaten gilt o = a; d2? (Summa-
tionskonvention!) mit differenzierbaren Funktionen ay,...,a, und da’(9/9z") = §;;. Die &uBere

Ableitung da von « ist die 2-Form, die lokal durch

O das ,
d(a; da’) = a;“idx’ A da?
T

definiert ist, wobei dz! A dz?(X,Y) = dz*(X)da2? (V) — d2? (X)dz* (V). Zeigen Sie
da(X,Y) = X(a(Y)) - Y(a(X)) - a([X, Y]).

Hinweis: Zeigen Sie die C*° (M )-Linearitét der rechten Seite, und verifizieren Sie die Identitét dann

fiir Koordinatenvektorfelder.
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