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Aufgabe 1. Auf dem R?" betrachten wir die 1-Form

A= (x;dy; —y;dzy),

j=1
wobei (21, Y1, ..,Tn,Yn) kartesische Koordinaten auf dem R?" sind.

(a) Zeigen Sie, daB8 @ := A|pg2n-—1 eine Kontaktform auf der (2n—1)-dimensionalen Sphiire $2"~!

ist. Berechnen Sie dazu die 2n-Form
aA (da)" "t Ardr,

wobei 7 die Radialkoordinate ist, d.h. r* = 37 (27 + y7), und beachten Sie, daBl man

T,DSQ”*1 C TPR%, fiir p € §2"~1, charakterisieren kann als den Kern von dr.
(b) Geben Sie das Reeb-Vektorfeld R, explizit an.

(c¢) Beschreiben Sie den Reeb-Fluf3, d.h. den Flu von R,,.

Aufgabe 2. Ein Diffeomorphismus ¢: (M7,a1) — (Ma, as) zweier Mannigfaltigkeiten My, Mo

mit Kontaktformen aq, as heiflt strikter Kontaktomorphismus, falls ¢*as = «;.
(a) Zeigen Sie, daf fiir einen solchen strikten Kontaktomorphismus ¢, Ry, = Ra, gilt.
(b) Finden Sie einen strikten Kontaktomorphismus (R?, a1) — (R3, ap) fiir

o =dz+ady, ay=dz+ (zdy —ydz).

(c) Skizzieren sie die Kontaktstrukturen ker oy und ker ag, indem Sie die Kontaktebenen ker, a;
fiir einige Punkte p in der Ebene {z = 0} zeichnen. Beachten Sie, da§ beide Kontaktformen

invariant unter Translation in z-Richtung sind.

Aufgabe 3. Auf S3 C R* betrachten wir die Familie von 1-Formen
ap = x1dy; — y1day + (14 ¢) (2o dys — yo dxs)
mit ¢ € RY.
(a) Verifizieren sie, da8 o fiir jedes t € R eine Kontaktform auf S® definiert.

b.w.



(b) Berechnen Sie das Reeb-Vektorfeld R; von «y, und driicken Sie dieses mittels Polarkoordi-

naten (r1, 1,72, p2) aus. Schreiben Sie auch die 1-Form oy in diesen Koordinaten.

(¢) Verifizieren Sie, dafi Kreise {r; = 0, ro = 1} und {r; = 1, ro = 0} in S* Flufllinien von R,
fiir jedes ¢t € Ry sind.

(d) Zeigen Sie, dafl durch die Gleichungen 71 = r, ro = v/1 — 72 fiir jedes r im Intervall (0, 1)

ein 2-Torus in S3 definiert ist.
(e) Zeigen Sie, daBl der Flul von R; tangential an die 2-Tori aus (d) ist.

(f) Zeigen Sie durch Betrachtung des Flusses von R; auf diesen 2-Tori, daf} es fiir s # ¢ i.a.

keinen strikten Kontaktomorphismus (53, o) — (93, ;) geben kann.

Aufgabe 4. Zu einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit B betrachten wir den Raum C*B der
koorientierten Kontaktelemente, d.h. der Paare (b, V') bestehend aus einem Punkt b € B und einer
Hyperebene V' C T, B mit einer gewéhlten Koorientierung. Da man aus genau zwei Koorientierun-
gen auswihlen kann, hat man eine natiirliche 2 : 1 Abbildung C*B — CB, bei der man einfach
die Koorientierung vergifit.

Wihle eine Riemannsche Metrik g auf B. Dann kann man C™ B mit dem Einheitstangenti-
albiindel

STB:={veTB: |v| =1}

identifizieren, indem wir zu V' C Tp B den Einheitsvektor v € T, B positiv orthogonal zu V' (bzgl.
der Koorientierung von V' und des Skalarproduktes g,) assoziieren.
(a) Zeigen Sie, dafl das Differential der Abbildung TB — R, v — |v|?, entlang ST B surjektiv
ist, und folgern Sie, dal ST B eine Mannigfaltigkeit ist.
Hinweis: Betrachten Sie die Kurve t — ~(t) = v + to.
Schreibe 7w: STB — B fiir die Fupunktprojektion. Auf der Mannigfaltigkeit ST B definieren
wir ein Hyperebenenfeld £ C T'(STB) durch die Bedingung Tw(§,) =V C T'B, wobei V die durch

v definierte koorientierte Hyperebene ist.

(b) Zeigen Sie, daB & = ker a|srp, wobei a die durch a, := m*(gx(v) (v, .)) definierte 1-Form
auf T'B ist.

(¢) Schreiben Sie « in lokalen Koordinaten

(..., 2" at ..., a") = (alﬁxl +"'+ana:v")(11

yeesT™)
auf T'B und verifizieren Sie die Kontaktbedingung o A (da)" 1 # 0.

Hinweis: Rechnen Sie in Normalkoordinaten an einem Punkt p € B, und wie in Aufgabe 1.
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