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Aufgabe 1. In dieser Aufgabe wollen wir die heuristisch einleuchtende Aussage beweisen, dafl ein
Vektorfeld X auf einer Kontaktmannigfaltigkeit (M, £ = ker o) genau dann ein Kontaktvektorfeld
fir € ist, d.h. der Flufl von X erhélt £, wenn Lxa = pa gilt mit einer differenzierbaren Funktion

w: M — R. Dies hatten wir in der Vorlesung verwendet.

(a) Zuniichst wollen wir uns iiberlegen, daff die Bedingung L x o = pe fiir eine geeignete Funktion
1 unabhéngig von der Wahl der Kontaktform « fiir £ ist, also wirklich eine Aussage nur iiber

¢ darstellt. Zeigen Sie dazu, dafl aus Lxa = pa folgt:
Lx(Aa) = (X(\) + Ap)a

(b) Sei v, der Fluf eines beliebigen Vektorfeldes Y auf M, und 3 eine k-Form. Zeigen Sie (direkt

und ohne Verwendung von Lemma 6.6 der Vorlesung), daf
d . .
Eh:to (¢t 5) = wto(LYﬁ)~
Hierzu braucht man keine lokale Koordinatendarstellung.

(c) Sei X ein Kontaktvektorfeld und ¢, der Flufl von X. Dann gilt also ¢j o = Adjav mit Ay: M —
RT. (Wir nehmen vereinfachend an, daf der Flu global definiert ist, aber alle Aussagen sind

auch im allgemeinen Fall wahr, wenn man sie korrekt interpretiert.) Folgern Sie, daf3

) o d
Lyxa=Xa mit A(p) := a(/\t(p))h:o, pe M.

(d) Umgekehrt gelte Lxa = pa. Zeigen Sie durch Betrachten von %gb;‘a, daB

¢
¢y = Ao mit )\t:exp(/ (uoqﬁs)ds.)
0

Aufgabe 2. (a) Losen Sie das Anfangswertproblem
Qu—tiu=u—t, u0)=1
fir u: R — R, t — u(t), mit elementaren Methoden.

(b) Verifizieren Sie, dafi m(s) := ¢/(s)/2'(s) (mit Notation wie im Beispiel von Abschnitt 6.6)
der Gleichung m(s) = u(—2sin s) geniigt, und daB m’ = 2m? — 2m + 1 gilt.

(c) Losen Sie das Anfangswertproblem ¢21 + tu = 1, u(1) = 2, mit der Methode der Kontakt-

elemente aus Abschnitt 6.6.

b.w.



Aufgabe 3. Auf der Mannigfaltigkeit M = R betrachten wir das zeitabhingige Vektorfeld

(a) Berechnen Sie die durch X; bestimmte Isotopie (¢;)ier von M, d.h. die Isotopie mit by =
Xt 0 ¢

(b) Zeigen Sie, daf ¢ kein Flul im ‘klassischen’ Sinn ist, d.h. im allgemeinen gilt nicht ¢5o0¢; =
¢s+t-

(¢) Auf R x M mit Koordinaten (s,z) betrachten wir jetzt das Vektorfeld )?(s’x) = 05 + $0,.
Berechnen Sie den Flufl ®; von X auf M x R.

(d) Verifizieren Sie die Identitét

(I)t(x’ 5) = ((bs-i-t © ¢8_1(l‘), s+ t)'
Was bedeutet das geometrisch, und warum ist das heuristisch zu erwarten?

(e) Zeigen Sie, daf} die Identitét in (d) vertriglich ist mit der FluBgleichung ®; o ®,, = Py y,.

Aufgabe 4. Es seien (r, ¢, z) Zylinderkoordinaten auf dem R3, d.h. (7, ) sind Polarkoordinaten

in der (z,y)-Ebene, und z ist die gewshnliche kartesische Koordinate.

(a) Zeigen Sie, da8 die Standardkontaktform a = dz + z dy — y dz auf dem R? (vergl. Ubungs-
blatt 9, Aufgabe 2) in Zylinderkoordinaten die Gestalt

a=dz+r*dy
hat.

(b) Zeigen Sie, daf durch
B =cosrdz+rsinrdp

eine glatte 1-Form auf dem R3 definiert ist (de ist in 7 = 0 nicht definiert!), und da§ 3 eine

Kontaktform ist.
(c) Finden Sie eine eingebettete Scheibe D? im R?® mit T D?|5p2 = ker 8|gp2.

Bemerkung: Eine Scheibe wie in (¢) nennt man in der 3-dimensionalen Kontakttopologie eine ‘iiber-
drehte’ Scheibe. Es ist ein tiefer Satz, daf eine solche Scheibe fiir ker o nicht existieren kann. Dies
zeigt, daBl die Kontaktstruktur ker 3 auf dem R? nicht diffeomorph zur Standardkontaktstruktur

ist.
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