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Aufgabe 1. Zeigen Sie die folgenden Aussagen iiber die Kontaktmannigfaltigkeit (M, & = ker ).

(a) Das Reeb-Vektorfeld R, ist ein Kontaktvektorfeld fiir £&. Der Flufl von R,, erhéilt sogar die

Kontaktform o.

(b) Das Reeb-Vektorfeld ist genau das Kontaktvektorfeld fiir £ = ker v, das (bzgl. ) der Ha-
miltonfunktion H = 1 entspricht.

(c) Ist f: M — R eine differenzierbare Funktion, so ist das Reeb-Vektorfeld der Kontaktform
fa das Kontaktvektorfeld, das (bzgl. a) der Funktion H = 1/f entspricht.

(c) Ist X Kontaktvektorfeld fiir £ mit Hx := a(X) > 0, so gibt es eine Kontaktform fiir &, fiir
die X das Reeb-Vektorfeld ist.

Aufgabe 2. (a) Berechnen Sie das Reeb-Vektorfeld der Kontaktform auf dem R3, die in Zylin-
derkoordinaten (r, ¢, z) gegeben ist durch

dz+r2dy
(1+7r2422)%

(Aufgabe 1 koénnte hier hilfreich sein.)

(b) Finden Sie eine periodische Bahn dieses Reeb-Vektorfeldes, und zeigen Sie damit, dafl es
keinen Diffeomorphismus ¢ des R? mit ¢*a = dz + r? dyp gibt.

Aufgabe 3. Es sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum der Dimension 2n. Eine Basis ey, f1, ..,
en, fn fir V mit
w(ei,ej) = w(fi,fj) = 0 und w(ei,fj) = 5ij

nennen wir symplektische Basis. Zeigen Sie:

(i) Ist U C V ein symplektischer Unterraum, so gibt es eine symplektische Basis fiir V' derart,

daB ey, fi1,..., ek, fr eine Basis fiir U ist.

b.w.



(ii) Ist U C V ein isotroper Unterraum, so gibt es eine symplektische Basis fiir V' derart, dafl

ey, ...,ex Basis flr U ist.

(iii) Ist U C V ein koisotroper Unterraum, so gibt es eine symplektische Basis fiir V' derart, daf§

€1,..-,€n, f1,--., fr Basis fiir U ist.

(iv) Ist U C V ein Lagrange-Unterraum, so gibt es eine symplektische Basis fiir V' derart, da8

e1,...,e, Basis fir U ist.

(v) Ist U C V ein Unterraum und J eine w-kompatible komplexe Struktur auf V', so ist J(U)

ein zu Ut komplementirer Unterraum von V.

Aufgabe 4. Auf dem Vektorraum R?" mit Koordinaten (z1,...,%n,%1,---,¥Yn) bezeichnen wir
mit dzy,...,dz,,dys,. .., dy, die duale Basis zur Standardbasis, d.h. dz;(0,;) = d;j, dzs(9,,) = 0
etc. Mit (., .) sei das Standardskalarprodukt auf dem R™ (sic!) bezeichnet.

Die gewohnliche symplektische Form € auf dem Vektorraum R?” ist dann gegeben durch

Q=dz; Ady; + -+ + dz, Ady,.

Man schreibe Vektoren in R?" in der Form <X> mit x,y € R™.
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(b) Sei Sp*(2n) die Gruppe der positiv konformen symplektischen (2n x 2n)-Matrizen, d.h.

(a) Zeigen Sie, dafl

Sp*(2n) besteht aus den reellen (2n x 2n)-Matrizen, fiir die ein A € RT existiert, so daf

(6)= )2 ) C)) o )G

Schreibe eine reelle (2n x 2n)-Matrix S in Blockform

A B
S =
C D
mit reellen (n x n)-Matrizen A, B, C, D. Zeigen Sie, daf§ S genau dann in Sp(2n)* liegt, wenn
AlC = C'A
B'D = D'B
A'D-C'B = X1,
fiir ein A € R™. Hier bezeichnet I,, die (n x n)-Einheitsmatrix.
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