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Aufgabe 1. (a) Zeigen Sie, dafi das Integral fabL(t, q, v)dt iiber eine Lagrange-Funktion L €
C?([a, b] x R™ x R™) kritisch ist fiir q = a(t), v = &(t) (mit festen Endpunkten von o) genau
dann, wenn das System

%(%(t,a(t)ad(t)) — gi (t,a(t),a(t) =0, i=1,...,n

von Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt ist (Bemerkung (2), Seite 160 im Skript).

(b) Beweisen Sie die erste Variationsformel fiir das Bogenldngenfunktional (Satz 8.5).

Aufgabe 2. Es sei (WW,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit der Dimension 2n, und M C W
eine Hyperfliche vom Kontakttyp, d.h. es existiere ein Liouville-Vektorfeld Y fiir w, definiert
in einer Umgebung von M in W, das nirgends tangential an die Untermannigfaltigkeit M der
Kodimension 1 ist. Wie wir in der Vorlesung gesehen hatten, ist die 1-Form « := iyw|rp dann
eine Kontaktform auf M.

Sei nun weiter H: W — R eine glatte Funktion, so da8 H=*(0) = M und dH|y; # 0, d.h.
d,H: T,W — R ist fiir kein p € M die Nullabbildung; anders formuliert, der Gradient von H

verschwindet nicht langs M. Zeigen Sie:

(a) Die 2-Form o auf M, die man durch Einschrinkung von w auf Tangentialvektoren von M

erhélt, stimmt mit da iiberein.
(b) Der Kern von o in p € M, d.h.
ker 0, := {X € T,M: 0,(X,Z)=0fiir alle Z € T,M },

ist 1-dimensional, und wird sowohl von R, als auch vom Hamiltonschen Vektorfeld X

aufgespannt.
(c) Folgern Sie, dafi der Reeb-Flufi auf M bis auf Reparametrisierung der Hamiltonsche Flufl
ist.

In den Aufgaben 3 und 4 sei (B, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wie in Aufgabe 4 von
Ubungsblatt 9 gesehen, kénnen wir dann vom Einheitstangentialbiindel STB sprechen. Definiere
U: TB — T*B durch ¥(X) = gp(X, .)|r,p fir X € TpB. Dann ist ¥ ein Diffeomorphismus
(vergl. Aufgabe 4 (b) unten) und ¥, := ¥|p, g: TpB — T} B ein linearer Isomorphismus.

b.w.



Die duale Biindelmetrik auf 7*B ist definiert durch g; (u1,us) := go(¥; ' (u1), ¥} ' (uz)) fiir
ui,up € Ty B. Dann ist auch das Einheitskotangentialbiindel ST*B erklart, und ¥ bildet ST'B
diffeomorph auf ST*B ab.

Aufgabe 3. Es seien q = (q¢!,...,¢") lokale Koordinaten auf B, und p = (p1,...,p,) die ent-

sprechenden dualen Koordinaten im Kotangentialbiindel, d.h.

(q*,-q™)

n
(qla'--vqnvplw”vp’ﬂ) = (ij dq])
j=1

Wie wir gesehen hatten, ist die in lokalen Koordinaten durch p dq beschriebene 1-Form A tatséch-

lich kanonisch und global auf 7% B definiert, und w := dA\ ist eine symplektische Form auf 7% B.
(a) Zeigen Sie, dal durch die Gleichung iyw = A ein Liouville-Vektorfeld auf T* B definiert ist.

(b) Verifizieren Sie, dafi dieses Vektorfeld in lokalen Koordinaten durch p dp beschrieben ist,
also das radiale Vektorfeld in Fasernrichtung von T*B ist.

(c) Folgern Sie, daf die Integralkurve u von Y durch den Punkt (qg, po) beschrieben wird durch
u(t) = (qo,e'Po).-

(d) Berechnen Sie g; (u(t),u(t)), und benutzen Sie dies, um zu zeigen, dafl Y transversal zu

ST*B ist. Nach Satz 8.7 der Vorlesung bedeutet dies, daf§ die Einschrankung von A auf
ST*B eine Kontaktform ist.

(e) Uberlegen Sie sich, da die so definierte Kontaktstruktur auf ST* B unter dem Diffeomorphis-
mus ¥: STB — ST*B diffeomorph zu der auf Ubungsblatt 9 definierten Kontaktstruktur
auf STB ist.

Aufgabe 4. (a) Seien zuniichst q = (¢!, ..., ¢") beliebige lokale Koordinaten um b € B. Schrei-
be X € T, B als X = v'd,:. Rechnen Sie nach, daf

Uy(X)(9g9) = gij(@)v".

(b) Folgern Sie, daB bzgl. der Basen 9,1,...,0» und d¢',...,dg" von T, B bzw. T; B der Iso-
morphismus ¥, gegeben ist durch
Y41 v
=(g5@) | |,
Pn v
d.h. ¥(q,v) = (q, (gi;(q))v).

(d) Seien nun q Normalkoordinaten um b = 0. Verifizieren Sie, daf§ dann ¥,(0,v) = (0, v).

(e) Zeigen Sie weiter, durch Betrachten einer Kurve ¢ — (q(t), v(¢)) mit q(0) = 0, mittels der
Gleichung aus (b) und den Eigenschaften von Normalkoordinaten, da T(g vy ¥ (q, V) = (4, V).
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