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Aufgabe 1. Das Vektorfeld auf dem Phasenraum, dessen Flußlinien die Lösungen der Hamilton-

schen Differentialgleichungen

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −

∂H

∂q

sind, ist gegeben durch

XH =
∂H

∂p
∂q −

∂H

∂q
∂p =

n
∑

i=1

(∂H

∂pi

∂qi
−

∂H

∂qi

∂pi

)

.

(a) Begründen Sie, warum das Hamiltonsche Vektorfeld XH durch die Gleichung

dH = ω(XH , . )

eindeutig bestimmt ist.

(b) Zeigen Sie, daß die Hamilton-Funktion H eine Invariante des Hamiltonschen Flusses ist

(Energieerhaltungssatz).

Aufgabe 2. Es sei (V, ω) ein symplektischer Vektorraum der Dimension 2n. Eine Basis e1, f1, . . .,

en, fn für V mit

ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = 0 und ω(ei, fj) = δij

nennen wir symplektische Basis. Zeigen Sie:

(i) Ist U ⊂ V ein symplektischer Unterraum, so gibt es eine symplektische Basis für V derart,

daß e1, f1, . . . , ek, fk eine Basis für U ist.

(ii) Ist U ⊂ V ein isotroper Unterraum, so gibt es eine symplektische Basis für V derart, daß

e1, . . . , ek Basis für U ist.

(iii) Ist U ⊂ V ein koisotroper Unterraum, so gibt es eine symplektische Basis für V derart, daß

e1, . . . , en, f1, . . . , fk Basis für U ist.

(iv) Ist U ⊂ V ein Lagrange-Unterraum, so gibt es eine symplektische Basis für V derart, daß

e1, . . . , en Basis für U ist.

(v) Ist U ⊂ V ein Unterraum und J eine ω-kompatible komplexe Struktur auf V , so ist J(U)

ein zu U⊥ komplementärer Unterraum von V .

b.w.



Aufgabe 3. Auf dem Vektorraum R
2n mit Koordinaten (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) bezeichnen wir

mit dx1, . . . ,dxn,dy1, . . . ,dyn die duale Basis zur Standardbasis, d.h. dxi(∂xj
) = δij , dxi(∂yj

) = 0

etc. Mit 〈 . , . 〉 sei das Standardskalarprodukt auf dem R
n (sic!) bezeichnet.

Die gewöhnliche symplektische Form Ω auf dem Vektorraum R
2n ist dann gegeben durch

Ω = dx1 ∧ dy1 + · · · + dxn ∧ dyn.

Man schreibe Vektoren in R
2n in der Form

(

x

y

)

mit x,y ∈ R
n.

(a) Zeigen Sie, daß

Ω

((

x

y

)

,

(

x′

y′

))

= 〈x,y′〉 − 〈y,x′〉.

(b) Sei Sp+(2n) die Gruppe der positiv konformen symplektischen (2n × 2n)-Matrizen, d.h.

Sp+(2n) besteht aus den reellen (2n × 2n)-Matrizen, für die ein λ ∈ R
+ existiert, so daß

Ω
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S
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)

, S
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= λ · Ω
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)

,
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für alle

(
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)

,

(

x′

y′

)

∈ R
2n.

Schreibe eine reelle (2n × 2n)-Matrix S in Blockform

S =

(

A B

C D

)

mit reellen (n×n)-Matrizen A,B,C,D. Zeigen Sie, daß S genau dann in Sp(2n)+ liegt, wenn

AtC = CtA

BtD = DtB

AtD − CtB = λ · In

für ein λ ∈ R
+. Hier bezeichnet In die (n × n)-Einheitsmatrix.

Aufgabe 4. Sei L ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Auf L ⊕ L∗ definieren wir eine Biline-

arform ω0 durch

ω0(u ⊕ α, v ⊕ β) := β(u) − α(v).

(a) Verifizieren Sie, daß ω0 eine symplektische Form auf L ⊕ L∗ ist.

Sei nun L ein Lagrange-Unterraum eines symplektischen Vektorraumes (V, ω). Zeigen Sie:

(b) (L ⊕ L∗, ω0) ist symplektomorph zu (V, ω), d.h. es gibt einen Isomorphismus von Vek-

torräumen ϕ : L ⊕ L∗ → V mit ϕ∗ω = ω0.

(c) Ist J eine ω-kompatible komplexe Struktur auf V , dann ist JL ebenfalls Lagrange, und JL =

L⊥, wobei ⊥ das orthogonale Komplement bezüglich des Skalarproduktes gJ bezeichnet.

Abgabe: Dienstag 11.4.23 in der Übung.


