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Aufgabe 1. In Aufgabe 3 von Ubungsblatt 5 hatten wir gesehen, dafl

/ WEps = .
Ccp?

In dieser Aufgabe wollen wir einen alternativen Beweis dieser Aussage mittels der Hopf-Faserung
(Cz D) S3 E’ CPI = 52, (21,22) I [Zl : 22}
finden. Uberlegen Sie sich dazu folgendes:

(a) Die 2-Sphire S = S3N{y, = 0} enthilt eine ganze Hopf-Faser als Aquator, und jede andere
Hopf-Faser schneidet S? in einem Antipodenpaar.

(b) Das obige Integral ist gleich dem Integral der Standardform wg auf dem R* iiber eine Scheibe

im R*, deren Rand eine Faser von 7y ist.

Aufgabe 2. Wir betrachten die Quotienten My := T'y, \Nil3 der Heisenberg-Gruppe wie in der
Vorlesung. Nach Konstruktion ist I'y, die Fundamentalgruppe von Mj.

(a) Geben Sie eine Présentation der Gruppe I'y an, d.h. ein endliches System von Erzeugern
und Relationen.

(b) Zeigen Sie, daB Hy(My) X Z D Z & Zy, gilt.

(c) Zeigen Sie, dafi Hiz(My) = R? fiir i = 1,2, und geben Sie Erzeuger fiir diese de-Rham-

Kohomologiegruppen an.

Damit folgt, dafl die symplektische Mannigfaltigkeit M), x S* eine ungerade erste Betti-Zahl b; = 3
hat, d.h. dim H}g (M x S') = 3. Aus der Hodge-Theorie weifi man, dafi Kéihler-Mannigfaltigkeiten
stets gerade Betti-Zahlen in den ungeraden Dimensionen haben. Historisch ist M; x S!, auch
Kodaira—Thurston-Mannigfaltigkeit genannt, wohl das erste Beispiel einer symplektischen nicht-
Ké&hler-Mannigfaltigkeit.



Aufgabe 3. Wir betrachten den Quotient M von R* unter den Aquivalenzen

(z,y,2,t) ~ (x,y+1,2,¢),
(@,y,2,t) ~ (29,24 1,1),
(x,y,2,t) ~ (z,y,2z,t+1),
(z,y,2,t) ~ (x4 1,t,y,2)

(a) Zeigen Sie, da8 M als T°-Biindel iiber S! und als T2-Biindel iiber T2 aufgefat werden kann.
(b) Begriinden Sie, warum die 2-Formen
drANdy+derAdz+deAdt und dyAdz+dzAdt+di Ady
auf dem R* als 2-Formen auf M betrachtet werden kénnen.
(¢c) Zeigen Sie, dafl diese Formen auf M nichttriviale Kohomologieklassen représentieren.

(d) Finden Sie symplektische Formen auf M.

Aufgabe 4. Seien M, B geschlossene, zusammenhingende Mannigfaltigkeiten und 7: M — B
eine glatte Abbildung. Zeigen Sie, dal m genau dann eine lokal triviale Faserung ist, wenn 7
surjektiv und eine Submersion ist (d.h. T,m: T, M — Ty, B ist surjektiv fiir jedes p € M).

Abgabe: Dienstag 16.5.23 in der Ubung.



