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Ubungsblatt 7

Aufgabe 1. Wir betrachten den Endomorphismus f: R® — R3, gegeben durch
f(w1, 22, 23) = (322,0, 223).

(a) Bestimmen Sie die Hauptriume von f, und verifizieren Sie, da8 R? die direkte Summe der
Hauptrdaume ist.

(b) Zeigen Sie, dafl R? = Kern f3 @ Bild 2.

(¢) Zeigen Sie, daBl Kern f + Bild f keine direkte Summe ist.
Aufgabe 2. Wir betrachten die folgenden Endomorphismen:
(i) f € End(K?), definiert durch
f(xh T2, X3, .134) = (0’ 0) L1, $2)7

(ii) f € End(R?), gegeben durch die Matrix

-3 9 0
-7 9 6 |;
4 0 -6

(iii) Der Differentiationsoperator f: P,,(R) — P (R), p — p’, auf dem Vektorraum der reellen
Polynome vom Grad < m.

Wie schon in der Vorlesung bemerkt, ist (iii) ein nilpotenter Endomorphismus.
(a) Zeigen Sie, dafl die Endomorphismen (i) und (ii) nilpotent sind.
(b) Bestimmen Sie fiir alle drei Endomorphismen eine Jordan-Basis, und beschreiben Sie die
Jordan-Normalform (mit Diagonaleintrégen 0).
Aufgabe 3. In dieser Aufgabe bezeichnen U, V, W Vektorrdume iiber einem Korper K. Zeigen Sie
die folgenden Aussagen.
(a) Sei V endlich-dimensional, f € Hom(V, W), und U ein Unterraum von W. Dann ist
{veV: flv)eU}
ein Unterraum von V', und es gilt

dim{v € V: f(v) € U} =dimKern f + dim(U N Bild f).

b.w.



(b) Seien U,V endlich-dimensional, g € Hom(V, W) und f € Hom(U, V). Dann gilt

dim Kern(gf) < dim Kern g + dim Kern f.

(¢) Sei V endlich-dimensional und f € End(V). Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl m die Un-
gleichung
dim Kern f™ < mdim Kern f.

Aufgabe 4. In dieser Aufgabe ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.
(a) Seien f,g € End(V), und gf sei nilpotent. Zeigen Sie, da§ dann auch fg¢ nilpotent ist.

(b) Sei f € End(V) nilpotent, aber nicht die Nullabbildung. Zeigen Sie, da§ f nicht diagonali-
sierbar ist.

Bonusaufgabe. Zeigen Sie, dal Aufgabe 1 Beispiel des folgenden allgemeineren Phinomens ist:
Ist f: V — V Endomorphismus eines n-dimensionalen K-Vektorraumes, so gilt

V = Kern f" @ Bild f".
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