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Ubungsblatt 10

Aufgabe 1. (a) Gegeben seien zwei verschiedene Punkte p = [pg : p1 : p2] und ¢ = [qo : q1 : g2]
in der projektiven Ebene RP2. Zeigen Sie, daf8 die eindeutige projektive Gerade ¢ durch p
und ¢ aus genau den Punkten besteht, die homogene Koordinaten von der Form

[Apo + f190 * Ap1 + p1q1 : Ap2 + piqo]
mit [A: ] € RP! haben. Benutzen Sie dies, um eine Projektivitit RP* — ¢ zu definieren.
(b) Wir betrachten die kanonische projektive Basis [1: 0:0], [0:1:0],[0:0:1], [1:1:1] des
RP? und die sechs projektiven Geraden durch je zwei dieser vier Punkte. Zeigen Sie, daf

die drei neuen Schnittpunkte dieser Geraden die in diesem schematischen Bild angegebenen
homogenen Koordinaten haben:

[1:0:0]

[0:0:1]

Aufgabe 2. Sind drei Punkte pg,p1,p mit pg # p; auf einer affinen Geraden im R"™ gegeben,
so gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl A € R mit p — pg = A(p1 — po). Man nennt A das
Teilverhiltnis von pg, p1,p und schreibt dies als A = TV (pg, p1, p). Als Spezialfall ergibt sich fiir

Hos 1y o € R mit pug # pa, dal
)
TV(M07M17M) -
M1 — Ho
Gegeben seien nun vier paarweise verschiedene Punkte [1 : ;] € RP!, i =0,1,2,3.
(a) Finden Sie eine Projektivitiit f von RP! mit
A0 = [ o)y £(0:1) = [1: gy F(L: 1) = [1: o).

(b) Bestimmen Sie den Punkt [\ : ] € RP!, der durch f auf [1 : u3] abgebildet wird. Folgern
Sie damit, daf} fiir das Doppelverhéltnis gilt:

DV (po, p1,p2,p3) = [TV (13, o, 1) : TV (pz, po, p11)].

Dies erklért die Bezeichnung ‘Doppelverhéltnis’: es ist ein Verhéltnis von Teilverhéltnissen.

b.w.



Aufgabe 3. Im RP? betrachten wir die projektiven Geraden
l = {[a:o:arlza:g]: .731—.732:0} und E'z{[xole T X J?QZO},
sowie den Punkt Z = [1:0: 1], der weder auf £ noch auf ¢ liegt.

(a) Geben Sie die homogenen Koordinaten des Schnittpunktes £ N ¢ an.

(b) Zeigen Sie, da8
¢ = P(Rvy ®Ruvy) bzw. ¢ = P(Rwy @ Rw,)
mit
vo = wo = (1,0,0), v; =(0,1,1) und w; = (0,1,0).

Dies entspricht (vergl. Aufgabe 1) der Aussage, daf z.B. die Punkte der Geraden ¢ von der
Form [\ : g : p] mit [A: p] € RP! sind.

(¢) Bestimmen Sie das Bild des Punktes [\ : i : ] € £ unter der Zentralprojektion f: ¢ — ¢’ mit
Zentrum Z, indem Sie explizit die Koordinaten des Schnittpunktes von ¢’ mit der projektiven
Geraden durch Z und [\ : p : p] berechnen.

Beschreiben Sie f auch in der Form f = P(F), mit F ein Isomorphismus
Rvg @ Rv; — Rwy @ Ruwy;

driicken Sie dabei F' als Matrix bzgl. der Basen (vg,v1) bzw. (wp,w;) aus. (Insbesondere ist
f also, wie wir schon allgemein aus der Vorlesung wissen, eine Projektivitiit).

(d) Finden Sie eine Projektivitit RP? — RP?2, deren Einschrinkung auf ¢ gleich f ist.

Aufgabe 4. In den Sétzen von Desargues und Pappos hatten wir jeweils angenommen, dafl die
paarweise verschiedenen Punkte A, B,C, A’, B’, C' auch verschieden sind von Z. In den Beweisen
(wo genau?) wird dies verwendet.

Zeigen Sie, daf die Sétze (nahezu trivialerweise) auch dann richtig sind, wenn einer der Punkte
A, B,C, A", B',C" gleich Z ist. Aufgrund der Symmetrie der Aussage geniigt es, den Fall C' = Z
zu betrachten.

Bonusaufgabe. Zeigen Sie, daf jede bijektive Abbildung RP! — RP!, die das Doppelverhiltnis
von je vier paarweise verschiedenen Punkten erhélt, eine Projektivitat ist.

Bonusaufgabe. Beweisen Sie die Beobachtung, die wir im Beweis von Satz 16.2 der Vorlesung
ausgenutzt haben: Wenn wir schon wissen, dafl es zu je zwei projektiven Basen des RP? eine
Projektivitdt gibt, die die eine auf die andere Basis abbildet, so folgt die Eindeutigkeit allein
daraus, dafl nur die identische Abbildung die kanonische projektive Basis auf sich selbst abbildet.

Bemerkung: Ein kluger Horer dieser Vorlesung hat bemerkt, dafl die Eindeutigkeitsaussage bereits
implizit im Beweis der Existenz enthalten ist, da man bis auf die gemeinsame Skalierung von
A0s A1, A2 mit einem Faktor A € R* (was die induzierte Abbildung f = P(F') nicht &ndert) bei der
Konstruktion von F' gar keine Wahlmoglichkeiten hat.
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