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Ubungsblatt 11

Aufgabe 1. Beweisen Sie den Satz von Desargues mittels Zentralprojektionen und Doppelverhélt-
nissen analog zum Beweis des Satzes von Pappos aus der Vorlesung. Dazu setzen wir

B =ayNAC, [ :=aynAC’

und
d:=aynNAA'", D:=BCnNAA, D :=DB'CnAA.

Finden Sie drei geeignete Zentralprojektionen, deren Komposition Thnen erlaubt, die Identitét
DV(a,~,d,3) = DV(q, 7,4, ") zu zeigen.

Aufgabe 2. Seien pg, p1, p2, ps vier paarweise verschiedene Punkte auf einer projektiven Geraden
¢ C RP2. Man sagt, die Punktepaare (pg,p1) und (ps, p3) liegen harmonisch, falls

DV(I’OaPlaP%Z’S) = [71 : 1]

(a) Geben Sie eine Projektivitit RP' — RP' an, die das 4-Tupel ([1: 0], [0 : 1],[1 : 1], [u : A])
(mit A\, # 0, A # p gegeben) auf das 4-Tupel ([0 : 1],[1 : 0],[1 : 1],[X : x]) abbildet.
Schliefien Sie daraus, dafi DV ([0 : 1],[1:0],[1: 1], [A: p]) = [ie : A

(b) Zeigen Sie mittels (a), dafl gilt:
DV (po,p1,p2,p3) = [A: u] = DV(p1,po. p2,p3) = [ : Al.
(¢) Folgern Sie, da8 (po,p1) und (p2, p3) genau dann harmonisch liegen, wenn

DV(po,p1,p2,p3) = DV(p1,po, p2, p3)-

Beachten Sie dazu, daf fiir vier paarweise verschiedene Punkte das Doppelverhiltnis niemals
gleich [1: 1] sein kann (warum?).

(d) Seien A\, € R mit A\ # u. Geben Sie eine Projektivitit RP! — RP! an, die das 4-Tupel
([1:0],[0:1],[1:1],[~1:1]) auf das 4-Tupel ([1: A],[1: p],[1: (A4 p)/2],[0: 1]) abbildet.
Dies zeigt, da8 (po,p1) und (p2,p3) mit pg,p1,p2 € R C RP! und p3 = co = [0 : 1] genau
dann harmonisch liegen, wenn ps der Mittelpunkt von pg und p; ist.

Aufgabe 3. Wir betrachten vier paarweise verschiedene projektive Geraden im RP? (im um-
seitigen Bild fett gezeichnet), und bezeichnen deren Schnittpunkte mit pi,...,ps wie im Bild.
Durch diese sechs Punkte gibt es drei weitere Geraden, die sich paarweise in den Punkten ¢1, g2, ¢3
schneiden.



(a) Zeigen Sie durch die Komposition zweier geeigneter Zentralprojektionen, dafl

DV (p1,p2,q1,92) = DV(p2,p1,q1, ¢2).
Mit Aufgabe 2 folgt dann, dafl die Punktepaare (p1,p2) und (g1, ¢2) harmonisch liegen.

(b) Welche anderen Punktepaare liegen ebenfalls harmonisch?

Aufgabe 4. Wir betrachten die Abbildung
o: RP! x RP! — RP?
([370 ra, [yo - y1]) —— [Toyo : Toy1 : T1Yo : T1Y1]-
Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung o ist wohldefiniert und injektiv.

(b) Das Bild von o ist genau die Teilmenge ¥ des RP3, die durch die Gleichung zgz3 — 212 = 0
beschrieben ist, wobei [zg : 21 : 23 : 23] die homogenen Koordinaten von RP3 sind.

Hinweis: Die Teilaussage Bildo C X ist nicht schwierig einzusehen. Fiir den Beweis, dafl
jeder Punkt von ¥ tatséchlich im Bild von o liegt, empfiehlt sich eine Fallunterscheidung
zo = 0 oder zg # 0 (also 0.E. zp = 1).

Bemerkung: Eine Teilmenge ¥ = {[zo soz1 : 29 0 z3]: p(2o, 21, 22,23) = 0} C RP3, die als
Nullstellengebilde ein homogenen Polynoms p vom Grad 2 in vier Variablen definiert ist, d.h.
p(Az0, Az1, A22, A23) = A%p(20, 21, 22, 23), nennt man eine projektive Quadrik. Beachten Sie, daf
¥ aufgrund der Homogenitit von p wohldefiniert ist. Die obige Aufgabe zeigt, daf die in (b) be-
schriebene Quadrik topologisch aussieht wie RP! x RP! = S x S'; man nennt diese Fliche einen
2-dimensionalen Torus.

Bonusaufgabe. (a) Gegeben seien drei Punkte p1, ¢1, p2 (in dieser Reihenfolge) auf einer affinen
Geraden ¢ C R2. Zeigen Sie mittels des Bildes aus Aufgabe 3, wie man nur mit dem Lineal
den Punkt g, auf £ (oder evtl. dem Abschlufl von £ in RP?) konstruieren kann, so daf8 (py, p2)
und (g1, g2) harmonisch liegen.

(b) Erkléren Sie mittels Aufgabe 2(d), wie man nur mit dem Lineal die Parallele zu einer gege-
benen affinen Gerade ¢ C R? durch einen Punkt p & ¢ konstruieren kann.
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