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Aufgabe 1. Zeigen Sie, dafl die Gruppe Aut(C) von Translationen z — z + b, Drehstreckungen
z — az, a # 0, und der Inversion z — 1/z erzeugt wird. Folgern Sie, dafl die Automorphismen

von C Geraden und Kreise in C wieder auf Geraden oder Kreise abbilden.

Aufgabe 2. Fiir ganze Zahlen n,k und r € (0,1) U (1, 00) sei folgende Kurve gegeben:
() =™ +ret? mit t e 0,27

Bestimmen Sie die Umlaufzahl von v um 0.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dal die Fundamentalgruppe 71 (C*,1) isomorph zu Z ist, erzeugt durch
die Homotopieklasse rel {0, 1} der Schleife v, wobei

y(t) =e*™ ¢t e[0,1].

(Hier steht C* wie tiblich fiir C \ {0}.) Konkreter, iiberlegen Sie sich, daf der Isomorphismus
m1(C*,1) — Z gegeben ist durch [o] — n(a,0), d.h. durch die Umlaufzahl.

Hinweis: Fiir eine Schleife o in C* mit «(0) = «(1) = 1, setze

Oy = 0<|[0,t]
und p
at) = f te0,1].

Zeigen Sie, daB dies einen Weg in C definiert mit exp(@(t)) = a(t). Uberlegen Sie sich, daB & in C
homotop rel {0,1} zur Strecke von 0 nach 2rik fiir ein geeignetes k € Z ist. Alternativ, schreiben
Sie a(t) = r(t)el*® und argumentieren Sie direkter mit der Definition der Umlaufzahl. Denken
Sie daran, nicht nur die Bijektivitdt der Abbildung [a] — n(«,0) zu zeigen, sondern auch die

Homomorphismuseigenschaft (und die Wohldefiniertheit).

b.w.



Aufgabe 4. (a) Sei G C C* ein Gebiet, auf dem ein Zweig des Logarithmus definiert ist. Zeigen
Sie, dal man dann fiir jede natiirliche Zahl k auf G eine holomorphe Wurzelfunktion

z + {/2 definieren kann, d.h. eine holomorphe Umkehrfunktion von z + 2*.

(b) Sei~y: [a,b] — C* eine stetige, geschlossene Kurve mit v(a) auf der positiven reellen Achse.
Fiir alle ¢ € [a,b] sei {/7(t) durch die Bedingung {/y(a) € R und die Forderung, daf die
Abbildung ¢ — {/7(t) stetig sei, definiert. Berechnen Sie das Integral fw /2 dz fiir gegebene
k, v(a) und n(v,0).
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