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Prasenzaufgabe 1. Ein Isomorphismus von topologischen Gruppen GG; und G5 ist ein Homoo-
morphismus G; — Ga, der gleichzeitig ein Gruppenisomorphismus ist. Zeigen Sie:

(a) Die multiplikative Gruppe S* C C ist isomorph zu SO(2).

(b) O(n) ist homdomorph zu SO(n) x Cs, wobei Cy = {£1} die multiplikativ geschriebene zykli-
sche Gruppe der Ordnung 2 bezeichnet. Sind diese beiden topologischen Gruppen isomorph?

Priasenzaufgabe 2. Die Quaternionen sind definiert als 4-dimensionaler reeller Vektorraum
H:={a=ag+ a1i+ a2j+ ask : ag,a1,a2,a3 € R},
auf dem eine Multiplikation durch die Regel
i?=j*=k=ijk=—1

und Distributivitit erklirt ist. Die Topologie auf H ist durch die Identifikation mit R* gegeben.
Die euklidische Norm ist |a| = /a2 + a? + a2 + a2, und das zu a € H konjugierte Element sei

5:a0—a1i—a2j—a3k.

Zeigen Sie:

ab = ba.

(a) ij =k und ji = —k.
(b

)
(c) Fiir a # 0 ist a/|a|? das inverse Element zu a beziiglich der Multiplikation in H.
(d) |ab| = |al[b].

)

(e) Die Einheitssphire S* C H mit der von H induzierten Topologie und Multiplikation ist eine
topologische Gruppe.

Hausaufgabe 1. Zeigen Sie, dal der Kegel C'S™ homdomorph zu D"™! und die Einhingung
¥.5™ homéomorph zu St ist.



Hausaufgabe 2. Das Mobiusband M sei definiert als der Quotientenraum
[—1,1] x [0,1]/(6,0) ~ (—=6,1).
Die Kleinsche Flasche K sei definiert als der Quotientenraum
St % [0,1]/(2,0) ~ (z,1).

Hierbei wird S! als der Einheitskreis in C aufgefait. Wir wollen zeigen, dafi durch Verkleben
zweier Mobiusbénder entlang des Randes mittels der identischen Abbildung eine Kleinsche Flasche
entsteht, d.h.

MU M=K.

idonr
Betrachten Sie dazu die Abbildung

([-1,1] x [0,1]) + ([-1,1] x [0,1]) — S* x [0,1],
die auf der ersten Kopie von [—1,1] x [0, 1] gegeben ist durch

(6,1) — (e™2,2)

und auf der zweiten Kopie durch
(0,t) — (—e ™92 ¢).

Zeigen Sie, dafl diese Abbildungen eine wohldefinierte Bijektion M Uiq,,, M — K induzieren, und
dafl diese Bijektion ein Homdomorphismus beziiglich der Quotiententopologie auf den jeweiligen

Réaumen ist.

Abgabe der Losungen zu den Hausaufgaben:
Donnerstag 07.05.26 bis spétestens 7:58 Uhr in den Briefkdsten
im studentischen Arbeitsraum des MI (3. Stock).



