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Aufgabe 1. Ziel dieser Aufgabe ist es, ohne Differentialrechnung zu beweisen, daf fiir z € R gilt:

odt
/0 m = arctan x. (1)

Fiihren Sie dazu folgende Schritte aus:
(a) Zeigen Sie mittels der Additionstheoreme von sin und cos folgende Gleichheit:

tan o + tan 38

t .
an(a + ) = 1—tanatang’

(b) Zeigen Sie ohne die Regel von de L’Hospital:

lim 220 _
60 6
(c) Sei f eine auf [a,d] Riemann-integrierbare Funktion und Z = (o, ..., z,) eine Zerlegung des Inter-

valls [a,b]. Eine Riemannsche Zwischensumme ist ein Ausdruck der Form

5(z,1)= Zf(ﬁk Tk — T-1)

k=1

mit € € [Tx—1,2k], K = 1,...,n. Dann gilt offensichtlich U(Z, f) < S(Z, f) < O(Z, f). Man kann

fiir jede Folge S(Zi, f) von Zwischensummen Z; = (i, .. .,z},) mit

max{zl —zh_1: k=1,...,m} —0 (I = o0)

die folgende Gleichheit beweisen:

hm Sz, f / f(t)dt.

Zeigen Sie dies hier unter der stirkeren Annahme, dafi f auf [a, b] stetig ist.

(d) Begriinden Sie, warum man z in eindeutiger Weise als z = tany schreiben kann. Betrachten Sie
dann fiir n € N die Zerlegung (zo, ..., ) des Intervalls [0, z] mit z; = tan(ky/n), k =0,...,n

Erldutern Sie, warum
n

Z T — Tk—1
1 _
P + Tr—12k

als Riemannsche Zwischensumme des Integrals

° dt
o L+

interpretiert werden kann.

(e) Zeigen Sie, daf3
T —Tk—1

—— =tan =.
1+ zp 1k

S

(f) Beweisen Sie (1).



Aufgabe 2. Zeigen Sie die folgenden Mittelwertsétze der Integralrechnung:

(a) If f: [a,b] — R stetig, so existiert ein £ € [a, b] mit
b
[ 1@z =16~
(b) Sind f,g: [a,b] — R stetig und g(z) > 0 fiir alle = € [a, b], so existiert ein £ € [a,b] mit

/a " @)g@)dz = £(¢) / ' g(a)da.

(Hinweis: Wenden Sie in geeigneter Weise den Zwischenwertsatz fiir f an.)

Aufgabe 3. Fir die (halbe) Schwingungszeit eines Pendels der Linge ! im Schwerefeld der Erde (Erd-
beschleunigung g = 9,81 m/s”) als Funktion der Amplitude o gilt

/2
r=2/L / S
9Jo y1—-o0?sin’z
wobei o = sin(a/2). Berechnen Sie dieses sogenannte elliptische Integral ndherungsweise fiir kleine o durch
Taylorentwicklung bis zur zweiten Ordnung in o.

Aufgabe 4. Die Lindhard-Funktion

1— 2 o 1+z
ir 81 ¢

f:(0,1) — R, zl—)%+

spielt in der Elektronentheorie eine wichtige Rolle. Hier bezeichnet log den natiirlichen Logarithmus.
Berechnen Sie die Grenzwerte der Lindhard-Funktion bei z = 0 und z = 1.

Bonusaufgabe.

(a) Die Funktion f: R — R, & —3 z? ist nicht gleichmiBig stetig.
(Hinweis: Nehmen Sie e = 1, § > 0 beliebig, z =1/6, y =1/§ + §/2.)

(b) Die Funktion g: (0,1) — R,  — 1/z ist nicht gleichméfig stetig.

Knobelaufgabe (Trost und Moral in der Mathematik). Dem Gottinger Mathematiker Franz
Rellich wurde vorgeworfen, seine Analysis-Vorlesung sei anwendungsfern. Darauthin stellte er folgende
berithmte Aufgabe (siehe F.Wille, Humor in der Mathematik, S. 18). Aus rechtlichen Griinden weise ich
darauf hin, dal man den Studenten auch durch eine Studentin und das Mé&dchen durch einen Knaben mit
knackigen Waden ersetzen kann, zitiert wird aber die Originalversion:

Ein Student geht auf der Weender Strafle in Gottingen hinter einem Mé&dchen mit auffallend
schonen Beinen her. Frage: In welcher Entfernung mufl der Student hinter dem Mé&dchen
hergehen, um die Beine, soweit sie unter dem Rock hervorschauen, unter dem gréftmdoglichen
Blickwinkel zu sehen? Die Héhe des Rocksaumes iiber dem Erdboden sei dabei 60 cm und die
Augenhohe des Studenten 178 cm.

Rellich pflegte hinzuzufiigen: ,Der Trost dabei ist, dafl die gesuchte Entfernung nicht Unend-
lich ist, und die Moral, daf} sie nicht Null ist.“

Abgabe: Montag 10.12.07 in der Vorlesung.



