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Aufgabe 1. (a) Die Sequenz von abelschen Gruppen und Homomorphismen
0573 —>G—7s—757—0

sei exakt. Dann ist « ein Isomorphismus und G ist isomorph zu Zg.

(b) Eine kurze exakte Sequenz abelscher Gruppen ist eine exakte Sequenz der Form
0438200
(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

- Es gibt einen Homomorphismus A\: C' — B, so dafl o A =id¢.

- Es gibt einen Homomorphismus p: B — A, so dafl poa =idy.

Unter diesen Bedingungen sagt man, dafl die kurze exakte Sequenz spaltet. Zeigen Sie
weiter, dafl dann B~ A ¢ C.

N.B.: Eine spaltende kurze exakte Sequenz nicht-abelscher Gruppen A, B, C' entspricht im

allgemeinen einem sogenannten semi-direkten Produkt von A und C.

(ii) Ist C eine freie abelsche Gruppe, so spaltet jede kurze exakte Sequenz der obigen Form.
(Falls Thnen der allgemeine Fall Schwierigkeiten bereitet, diskutieren Sie zumindest den Fall
C>=7)

Aufgabe 2.
(a) Jede exakte Sequenz der Form
0—>Zpy —G—7Zy,—0,
mit m und n teilerfremd, spaltet.
(b) Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 gibt es eine exakte Sequenz
0—%Z, — ZLyp2 — Ly — 0.
Spaltet diese Sequenz?

(c) Geben Sie fiir n > 2 zwei nicht zueinander isomorphe abelsche Gruppen G an, fiir die eine
exakte Sequenz
0—-Z—-G—72,—0

existiert.

b.w.



Aufgabe 3. Berechnen Sie mittels der Mayer—Vietoris-Sequenz die Homologie

(i) der projektiven Ebene RP?, aufgefait als der Raum, den man durch Verkleben eines Mobius-

bandes mit einer 2-Scheibe erhilt;
(ii) des 2-Torus, erhalten durch das Verkleben zweier Zylinder;

(iii) der Kleinschen Flasche, ebenfalls erhalten durch das Verkleben zweier Zylinder.

Aufgabe 4. Seien L, M Unterkomplexe des Simplizialkomplexes K = LU M mit |K]|,|L|, | M|
wegzusammenhéngend. Leiten Sie aus der Mayer—Vietoris-Sequenz eine Beschreibung der ersten
Homologie-Gruppe Hi(L U M) als Quotientengruppe von Hy (L) @ Hy (M) unter gewissen zusiitz-

lichen Relationen her, in Analogie zum Satz von Seifert und van Kampen.

Bonusaufgabe. Zeigen Sie mittels Lemma 7.9 aus der Vorlesung, dafl igj,: Cq(K') — Cy(K?)
kettenhomotop zur Identitit ist. Uberlegen Sie sich dazu, da die Voraussetzungen dieses Lemmas
erfiillt sind, wenn man fiir ein ¢-Simplex o € K! den Unterkomplex L(c) C K definiert als die

baryzentrische Unterteilung des ¢-Simplexes von K, das o enthélt.

Knobelaufgabe. Gegeben sei ein kommutatives Diagramm von Gruppen und Homomorphismen

mit exakten Zeilen:

11 19 13 14

Ar Ao Az Ay As
fi f2 f3 fa f5
B —J B2 . p B g I B

Bestimmen Sie die minimalen Annahmen an f1, fa, f1, f5 (bzgl. Injektivitit und Surjektivitit),

die garantieren, daf f3
(i) injektiv

(ii) surjektiv

(iii) bijektiv

ist. Zeigen Sie durch Beispiele, dafl diese Annahmen nicht weiter abgeschwécht werden kénnen.
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