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Geometrische Topologie

Ubungsblatt 4

Aufgabe 1. Seien f;,g;: X — X, i = 0,1, Hom6omorphismen eines topologischen Raumes X,
wobei fj isotop zu f1, und gg isotop zu g ist. Zeigen Sie, dafl dann fj o gg isotop zu fi o g; ist.
Erkldren Sie damit, wie man auf der Menge der Isotopieklassen von Homéomorphismen X — X
eine Gruppenstruktur erhilt. (In der Vorlesung hatten wir dies implizit schon verwendet.)

Aufgabe 2. Schreiben Sie den Torusknoten T'(p,q) (siche Ubungsblatt 2) als AbschluB eines
geeigneten Zopfes. Zeigen Sie mit dieser Darstellung von T'(p,q), dafl T(2,3) und T(3,2) isotop
zum (links- oder rechtshindigen?) Kleeblattknoten sind. Wie erhélt man den Kleeblattknoten mit
der anderen Héandigkeit als Abschluf} eines Zopfes?

Aufgabe 3. (a) Sei h: S"~! — S§"~! ein Homdomorphismus der (n — 1)-Sphére
Sl ={x e R™: ||Ix|| = 1}.

Zeigen Sie, dafl durch

h(tz) :=th(z) fir xe€ "% t€[0,1]

ein Homdomorphismus der n-Scheibe
Dr={xeR": x| <1}

definiert wird. (Auch diese Aussage wird als ‘Alexander-Trick’ bezeichnet.)
(b) Jede 3-Mannigfaltigkeit mit einer Heegaard-Zerlegung vom Geschlecht 0 ist homdomorph
zur 3-Sphére.

Aufgabe 4. Auf dem 2-Torus T? = S* x St sei die Kurve S x {*} mit u bezeichnet, die Kurve
{x} x S! mit \. Hierbei sei * ein fest gewihlter Punkt auf S1. Die Fundamentalgruppe 1 (7T?) mit
Basispunkt (*, %) sei mittels der Erzeuger [u] und [A] mit Z & Z identifiziert.

(a) Beschreiben Sie den Effekt eines Dehn-Twists entlang ' := S x {—x} bzw. X' := {—x} x §1
auf die Fundamentalgruppe.

(b) Zeigen Sie, daB die Abbildung h + h,, die jedem Homdomorphismus h von T2, der den
Basispunkt (x,*) fest lift, den induzierten Homomorphismus h, auf der Fundamentalgruppe zu-
ordnet, einen surjektiven Homomorphismus

Homoo(T?) — GL(2,7)

definiert. (Man kann zeigen, daf dies sogar ein Isomorphismus ist.)

b.w.



Aufgabe 5. Seien p,q teilerfremde natiirliche Zahlen mit p > 2. Man fasse die 3-Sphére als
Einheitssphire im C? auf. Zeigen Sie:
(a) Durch
o(z,w) = (62”/7’2, 62”‘1/1’11))

ist auf S® eine Wirkung der zyklischen Gruppe Z, mit Erzeuger o definiert.

(b) Diese Wirkung ist fixpunktfrei.

(c) Der Quotient L(p,q) := S®/Z, ist eine 3-Mannigfaltigkeit. (Die Mannigfaltigkeit L(p,q)
heifit Linsenraum.)

(d) Der Linsenraum L(p,q) besitzt eine Heegaard-Zerlegung vom Geschlecht 1. Beschreiben
Sie auch die Verklebeabbildung dieser Heegaard-Zerlegung.

(e) Es gibt einen orientierungsumkehrenden Homéomorphismus L(p, q) — L(p, —q).
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