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Geometrische Topologie

Ubungsblatt 5

Aufgabe 1. Sei L(p,q) ein Linsenraum wie in Aufgabe 5 von Ubungsblatt 4 (p,q teilerfremd,
p > 2). Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Seifert—van Kampen®, da§ 71 (L(p, ¢)) = Z,. Begriinden
Sie dieses Ergebnis alternativ mittels der Uberlagerung S° — L(p, q).

Uberlegen Sie sich dazu, daf 71 (L(p,q)) erzeugt wird von der Homotopieklasse der Schleife
t s (2P 0), t € [0,1].

Aufgabe 2. (a) Sei o ein Erzeuger der zyklischen Gruppe Z,. Zeigen Sie, dafi dann fiir jedes
¢ € N koprim zu p auch o4 ein Erzeuger von Z,, ist.

(b) Seien ¢q,¢' € N mit g¢ = +1 mod p. Zeigen Sie, dal L(p,q) und L(p,q’) homdomorph
zueinander sind
(i) mit Hilfe von Teil (a) und Aufgabe 5 von Ubungsblatt 4;

(ii) mittels der Beschreibung durch eine Heegaard-Zerlegung. (Hinweis: Vertauschen Sie die
Rollen der beiden Volltori.)

Bemerkung: Es gilt allgemeiner:

1. L(p,q) ist homdomorph zu L(p, ¢’') genau dann, wenn

+1

+¢ =q¢q mod p.

(Die Richtung “«<” folgt aus den obigen Uberlegungen).

2. L(p,q) ist homotopie-dquivalent zu L(p,q’) genau dann, wenn +qq’ ein quadratischer Rest
modulo p ist, d.h. £¢¢’ = m? mod p fiir ein geeignetes m.

Zum Beispiel haben L(7,1) und L(7,2) den gleichen Homotopie-Typ, sind aber nicht homé&o-
morph zueinander.

1Siehe Abschnitt 5.3 meiner Vorlesung Topologie oder jedes Buch iiber Algebraische Topologie.



Aufgabe 3. Seien D? der Einheitsball im R? und p,q wie in Aufgabe 1. Identifiziere jeden
Punkt auf der oberen Hemisphiire (2 > 0) von dD? mit dem Punkt, den man durch Rotation
um 27¢q/p um die z-Achse und Spiegelung in der xy-Ebene erhélt. Sei M(p,q) die resultierende
3-Mannigfaltigkeit.

(a) Der Zylinder
Z=Dn {(z,y,2) € R3: 22 492 < 1/2}

wird unter dieser Identifikation zu einem Volltorus.

(b) Man zerschneide das Komplement D3\ Z geeignet in p Stiicke, um zu erkennen, daf§ D3\ Z
nach der Identifikation ebenfalls ein Volltorus ist.

(c) M(p,q) = L(p,q).

Aufgabe 4. Der 3-Torus T2 = S* x S! x S besitzt eine Heegaard-Zerlegung vom Geschlecht 3.
Hinweis: Man kann T2 realisieren durch einen Kubus, bei dem gegeniiberliegende Seiten mit-
einander identifiziert werden.
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