WS 2010/11 Prof. Hansjorg Geiges

Geometrische Topologie

Ubungsblatt 7

Aufgabe 1. (a) Die Kleinsche Flasche ist die geschlossene, nichtorientierbare Fléiche, die man
durch Verkleben zweier Mobiusbéinder entlang des Randes S! erhélt. Zeigen Sie, da8 die Kleinsche
Flasche Rand einer 3-Mannigfaltigkeit ist.

(b) Zeigen Sie, dafl man die Kleinsche Flasche alternativ als verbundene Summe zweier projek-
tiver Ebenen RP? erhalten kann. Hier ist RP? der Quotientenraum S?/x ~ —x. Die verbundene
Summe zweier Flichen entsteht dadurch, da man aus beiden eine 2-Scheibe D? entfernt und die
Reststiicke entlang der S'-Rénder identifiziert.

(c) Geben Sie einen alternativen Beweis von (a) mittels (b).

(d) (Fiir Horer mit Vorkenntnissen in algebraischer Topologie) Zeigen Sie, dal RP? nicht Rand
einer 3-Mannigfaltigkeit M sein kann.

Hinweis: Angenommen, so ein M existierte. Dann kénnte man die geschlossene 3-Mannigfaltig-
keit M Ugp2 M bilden. Die zugehorige Mayer-Vietoris-Sequenz (am besten mit Zs-Koeffizienten)
fithrt zu einem Widerspruch. Alternativ kann man sich iiberlegen (iiber eine duale Triangulierung),
daB jede geschlossene ungerade-dimensionale Mannigfaltigkeit Euler-Charakteristik x = 0 hat.
Andererseits miifite y(RP?) = x(M Ugp2 M) mod 2 gelten.

Aufgabe 2. Sei X der unendliche Baum wie im Bild angedeutet.
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Sei X = S v S! die Einpunktvereinigung von zwei Kopien von S*.

>

Definiere p: X — X wie folgt: Alle Ecken von X gehen auf den gemeinsamen Punkt der beiden
Kreise. Die horizontalen Aste gehen (fiir wachsendes z) im mathematisch positiven Sinne auf den
ersten Kreis, die vertikalen Aste (fiir wachsendes y) auf den zweiten Kreis. Zeigen Sie, dafl dies
eine Uberlagerung definiert. Ist diese regulir? Welche Gruppe operiert gegebenenfalls auf X, so
dafl der Quotientenraum gleich X ist?



Aufgabe 3. Sei p: X — Y eine Uberlagerung.

(a)

(b)

()

Sei v ein Weg in Y, d.h. eine stetige Abbildung «: [0,1] — Y. Sei y9 = «(0). Wihle einen
Punkt 2o € p~!(yo). Dann gibt es einen eindeutigen Weg & in X mit &(0) = x¢ und poda = a.

Sei ) ein zusammenhéngender topologischer Raum und
F:Qx[0,1] —Y

eine stetige Abbildung, die wir als eine Homotopie von Abbildungen Q — Y auffassen
konnen. Auflerdem gebe es eine stetige Abbildung F: Q x {0} - Y mit po F = Flox{oy-
Zeigen Sie, daf} es dann eine stetige Abbildung F': @ x [0,1] — Y gibt, die auf @ x {0} mit
der gegebenen Abbildung iibereinstimmt und p o F' = F erfiillt. Mit anderen Worten: Man
kann das folgende Diagramm vervollstdndigen:

Qx {0} > x
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QX[O,l]ﬁY

Man nennt dies die Hochhebungseigenschaft fiir Homotopien.

Falls X wegzusammenhéngend ist und Y einfach zusammenhéngend, so ist p bereits ein
Homdéomorphismus.

Bemerkung: Eine Uberlagerung Y — Y mitY zusammenhéngend und einfach zusammenhéngend
heiBt universelle Uberlagerung. Aufgabe (c) zeigt die Eindeutigkeit der universellen Uberlage-

rung (zu gegebenen Y') unter Annahme des Wegzusammenhangs.

Aufgabe 4. Betrachte die Abbildung

(a)

[t — C
z — 2(z+4+1/z2)

Zeigen Sie, daB f eine verzweigte Uberlagerung ist. Bestimmen Sie die Verzweigungspunkte
und deren Vielfachheit.

(b) Beschreiben Sie das Bild der auf den Kreisring {z € C: 1/2 < |z| < 2} eingeschrénkten

Abbildung f.
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