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Aufgabe 1. Gegeben sei die reelle (4 x 5)-Matrix

O N ==
N W O
N = = =
= ot O =
= Oy ==

Bestimmen Sie Basen fiir Kern(A) und Bild(A), wobei A als lineare Abbildung R® — R* aufgefafit
wird.

Aufgabe 2. Betrachte die Matrix A wie in Aufgabe 1 und die Vektoren

eR* und ¥V = eR*

1 1
1 1
1 1
1 -1
Bestimmen Sie alle Losungen

(a) des homogenen Gleichungssystems Az = 0,

(b) des inhomogenen Gleichungssystems Az = b,

(c) des inhomogenen Gleichungssystems Az = b'.

Aufgabe 3. Der Vektorraum V = K?2*2 der (2 x 2)-Matrizen iiber dem Korper K hat die

Standardbasis
B = 1 0 By = 0 1 o 0 0 B, = 0 0 -
0 0 0 0 1 0 0 1

Sei A = (g 2) € K?%2 fest. Betrachten Sie die linearen Abbildungen fi, fo, f3: V — V, gegeben
durch f1(X) = AX, fo(X) = XA, f35(X) = AX — XA. Man bestimme die Matrizen von f1, fa,
f3 beziiglich der Standardbasis.

b.w.



Aufgabe 4. Es sei E € K"*" die Einheitsmatrix und A = (a;;) € K™*™ eine Matrix mit a;; = 0
flir ¢ > j. Zeigen Sie:

(a)
(b)

A" = 0.
Die Matrix B := E + A ist invertierbar. Geben Sie auch explizit die inverse Matrix an.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, daf die Formel fiir die geometrische Reihe hier in geeigneter
Weise verwendet werden kann.

Bonusaufgabe. Es sei V ein K-Vektorraum.

(a)

Zeigen Sie, dafl die Menge V* der linearen Abbildungen ¢: V — K mit Addition

(p+ ) (v) = p(v) + ¥(v)

und Skalarmultiplikation
(Ap)(v) = Ap(v)

ein K-Vektorraum ist. Man nennt V* den Dualraum zu V.

Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen. Zeigen Sie, dafl die Ab-
bildung
o Wt — v
¢ > pof
linear ist.

Sei g: U — V eine weitere lineare Abbildung. Man driicke (f o g)* mittels f* und g* aus.

Sei (by,...,by) eine Basis von V. Man zeige, daf durch b (b;) = ¢;; (Kronecker-Symbol) eine
Basis von V* definiert wird, die sogenannte duale Basis.

Die n-dimensionalen Vektorrdume V, V* und V** := (V*)* sind selbstversténdlich paarweise
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re Erweiterung (d.h. jede Linearkombination der b; wird abgebildet auf die entsprechende

isomorph. Ein Isomorphismus V' — V* ist gegeben durch b; — b, ¢ = 1,...,n, und linea-

Linearkombination der b}). Wie &ndert sich dieser Isomorphismus, wenn man eine andere
Basis fiir V' (und die entsprechende duale Basis fiir V*) wihlt?
Zeigen Sie, daf3 die Abbildung

V N V**
v o— {V* =K, o= o)}

ein Isomorphismus ist. Man nennt dies den kanonischen Isomorphismus zwischen V' und
V**  da er basisunabhéngig definiert ist.

Knobelaufgabe. Eine Ebene teilt den R? in zwei Teile. Zwei sich schneidende Ebenen teilen

den R3 in vier Teile. Drei Ebenen durch einen gemeinsamen Punkt, die nicht alle eine Gerade
gemeinsam haben, teilen den R? in acht Teile. In wie viele Teile wird der R3® von n Ebenen,
n € N; zerlegt, wenn alle Ebenen einen Punkt gemeinsam haben, aber keine drei dieser Ebenen
eine gemeinsame Gerade enthalten?
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