WS 2012/13 Prof. Hansjorg Geiges
Dr. Kai Zehmisch

Geometrie der Himmelsmechanik
Ubungsblatt 5

Aufgabe 1. (a) Sei Q C R? ein offener Kegel und f: Q — R eine C'-Funktion, fiir die gilt:
f(Az) =log A+ f(z) fiir alle z € Q und X € R™.

Zeigen Sie, dafl
(grad f(x),xz) =1 fiir alle z € Q.

(b) Zeigen Sie, da8 das n-Koérperproblem fiir das Kraftgesetz F ~ 1/r keine Gleichgewichts-
l6sungen besitzt.

Aufgabe 2. Eine Teilmenge A C R? heifit konvez, falls gilt:
Vo,y € AVs € [0,1]: sz + (1 —s)y € A.

(a) Sei {A\}rea eine beliebige Familie konvexer Teilmengen des R?. Zeigen Sie, dai dann auch
NMaeady C R konvex ist.

(b) Sei S C R? eine beliebige Teilmenge. Die konveze Hiille von S ist definiert durch

Co(S)= [) A
ADS
A konvex

Zeigen Sie, dafi Co(.S) die kleinste konvexe Menge ist, die S enthélt.

(c) Gegeben seien Punkte py,...,p, € R% Zeigen Sie, daB sich die konvexe Hiille dieser Punkte
darstellen 148t als

Co({pl,...,pn}) = {Zsipi: s; >0, Zsz = 1}.
=1 i=1

Aufgabe 3. Sei (r1,r2,13): (a,00) — R33\ A eine Losung des Dreikérperproblems. Es wird
nicht angenommen, daf§ der Schwerpunkt fest bleibt. Zeigen Sie, dafl es nicht sein kann, dafl rq(t)
und ry(t) fiir t — oo beide gegen den selben Punkt im R? konvergieren.

Hinweis: Argumentieren Sie durch Widerspruch. Studieren Sie dazu unter der Annahme

tlim ri(t)=p= tlim ro(t)

das Verhalten des Trigheitsmomentes I(t) und von r3(¢) fiir t — oo.

b.w.



Aufgabe 4. Im Dreikorperproblem mit Schwerpunkt fixiert im Ursprung betrachten wir die so-
genannten Jacobi-Koordinaten

r:=r,—r; und R:= Mm_lrg,

wobei m :=mq + mo und M := mj + mo + m3. Zeigen Sie:

(a)

(b)
()

Der Vektor R beschreibt die Position von mg relativ zum gemeinsamen Schwerpunkt von
m1 und mo.

1 1

r3—ri=R+mom 'rundrz —ro =R —mim™'r.

Die Differentialgleichungen fiir das Dreikérperproblem lassen sich schreiben als

Gm R-—mm™r R+mam lIr
r = —TI' + Gm3 ( 3 - 3 ) 9
r T23 T13
- GM -1 GM -1
R = —%(R +mom 1) — %(R —mym~'r),
13 23
wobei r;; = |r; — r;|. (Aufgrund der Annahme an den Schwerpunkt des Gesamtsystems

reduziert sich das Dreikoérperproblem auf ein Problem der Ordnung 12.)

Setze v =71, V := R7 a :=mymsg/m und A := mzm/M. Dann gilt:

c = alrxv)+ARXV),
21 = ar’+AR?
2T = av®+ AVZ

Mit anderen Worten: Drehimpuls, Tragheitsmoment und kinetische Energie sehen so aus wie
in einem Zweikorpersystem mit Massen a, A, Positionsvektoren r, R, und Geschwindigkeiten
v, V.

Auf dem nichsten Ubungsblatt werden wir eine geometrische Anwendung dieser Koordinaten
diskutieren.
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