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Aufgabe 1. (a) Sei t — r(t) € R?\ {0} eine C2-Abbildung. Setze v :=t und ¢ :=r X r. Zeigen
Sie, daf}
2_ 2,
vt =7t + 2
Hinweis: 7 = (r, T); sieche Abschnitt 1.1 der Vorlesung,.

(b) Sei nun r eine Losung des Keplerproblems # = —pur/r® mit einer Konstanten pu > 0.
Aufgrund der Impulserhaltung handelt es sich dann, wie wir gesehen hatten, um eine ebene Kurve.
Wiéhle kartesische Koordinaten so, dafl wir r(¢) schreiben kénnen als (r(t) cos 8(t), r(t) sin 6(¢), 0).
Zeigen Sie, dafl

2
2.. C

TP — — = —L
r

mit ¢ = r26.
(c) Zeigen Sie, dal umgekehrt eine C?-Kurve der Form t — (r(t) cos 0(t), r(t) sin 8(t), 0), wobei
r der Gleichung aus (b) geniigt (mit ¢ = 726 wie dort), eine Losung des Keplerproblems ist.

Aufgabe 2. Wir betrachten den Fall ¢ = 0 im Dreik6rperproblem, wobei wir Jacobi-Koordinaten
verwenden (vergl. Ubungsblatt 5, Aufgabe 4). Wir wollen einen Satz von Weierstra$ beweisen,
wonach die Bedingung ¢ = 0 impliziert, daf§ sich die drei Korper in einer festen Ebene bewe-
gen. Insbesondere ergibt sich dann mit dem Satz von Sundman, daf} ein totaler Kollaps eines
Dreikorpersystems nur im ebenen Fall moglich ist.

(a) Zeigen Sie, daf (r, R x V) = 0, und folgern Sie daraus, dal r, R,V in einer Ebene liegen.
Zeigen Sie analog, dafl r, v, R in einer Ebene liegen. Warum darf man daraus i.a. nicht schlieflen,
daf alle vier Vektoren in einer Ebene liegen?

(b) Nehmen wir zunéchst an, dafl r(¢) und R(t) fiir jedes ¢ in einem gewissen Zeitintervall linear
unabhiingig sind. Zeigen Sie dann, dafl r(¢) und R(¢) eine von ¢ unabhiingige Ebene aufspannen.
Verifizieren Sie dazu die Gleichung (r x R) x %(r x R) = 0, und benutzen Sie die Formel fiir
%(u/ u) aus Abschnitt 1.1 der Vorlesung. Argumentieren Sie analog fiir das Paar r, V. Begriinden
Sie, warum in diesen Fillen dann auch ry(t),r2(t), r3(t) in dieser festen Ebene liegen.

(¢) Angenommen, fiir einen Zeitpunkt ¢y ist sowohl R(¢g) als auch v(tg) jeweils ein Vielfaches
von r(tp). (Beachten Sie, daf r(¢) nie der Nullvektor ist, wohingegen R(¢) durchaus auch der
Nullvektor sein kann.) Zeigen Sie:

(i) Falls auch V(¢) ein Vielfaches von r(tg) ist, so liegen r(¢) und R(t) fiir alle Zeiten ¢ auf
einer festen Geraden. Begriinden Sie weiter, dafi dann auch ry(t),ra(t), rs(t) auf einer festen
Geraden liegen.

(i) Falls V(o) kein Vielfaches von r(to) ist, so gilt < (r x R)|;—s, # 0. Begriinden Sie sorgfiltig
weiter, warum dann auch in diesem Fall folgt, dafl die Bewegung der r; in einer festen Ebene
liegt.

b.w.



Aufgabe 3. Gegeben seien drei Koérper der Massen my, my bzw. ms3. Wir wollen eine allgemei-
ne Formel fiir die Ecken z1, 2o, 23 eines gleichseitigen Dreiecks in der Ebene finden, so dafl der
gemeinsame Schwerpunkt der Massen m; im jeweiligen Punkt z; gleich dem Ursprung ist. Die
Rechnungen werden eleganter, wenn wir uns die z; als Punkte in der komplexen Zahlenebene C
denken.

(a) Zeigen Sie, dafl die allgemeine Beschreibung von drei Punkten z1, 29, 23 € C, die ein gleich-
seitiges Dreieck bilden, gegeben ist durch

21 =20+ se?, 29 =20+ s(eie7 23 = 29 + SZeie,
wobei z ein beliebiger Punkt in C ist, # € R, s € Rt und ¢ := e2™/3,

(b) Beschreiben Sie die allgemeine Formel fiir z1, 29, 25, wenn man zusitzlich die Schwerpunkts-
bedingung mz1 + maozo + mgzg = 0 stellt.

Aufgabe 4. In dieser Aufgabe wollen wir einen Spezialfall des Satzes von Lagrange herleiten.
Dazu betrachten wir in der komplexen Zahlenebene eine Bewegung dreier Korper ¢ — r;(t) € C
der Masse mj, j = 1,2,3, von der Form r;(t) = eimzj, wobei z1, 29,23 € C drei Punkte sind,
die nicht auf einer Geraden liegen, und w € R™. Wir wollen zeigen, dafl dieser Kreisbahn-Ansatz
genau dann eine Losung des Dreikorperproblems liefert, wenn gilt:

(i) Der Schwerpunkt liegt im Ursprung, d.h. mjz1 + maoza + mzzs = 0.
(ii) Die drei Punkte z1, 22, 23 bilden ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seitenlédnge wir s nennen.
(iii) Es gilt w = \/GM/s3, wobei M := mj + mg + ms.

Gehen Sie dazu wie folgt vor. Zunéchst wollen wir annechmen, daf} die r;(t) tatséchlich eine Losung
des Dreikorperproblems liefern.

(a) Formulieren Sie die Gleichungen des Dreikorperproblems als Gleichungen in den z;. Beob-
achten Sie dazu, daB |r;(t) — ri(t)| = |2; — 2&| =: ;i fest bleibt.

(b) Folgern Sie (i) mittels einer geeigneten Kombination dieser Gleichungen.

(c) Uberlegen Sie sich, dal man eine der drei Gleichungen des Dreikérpersystems, z.B. die von i
stammende, durch die Gleichung (i) ersetzen kann, und dafl man dann das Gleichungssystem
in der Form Az = 0 schreiben kann, mit z := (z1, 22, 23)7 und

w? — Gma /13y — Gma /13, Gma /13, Gmg/ris
A= Gmy /3y w? — Gmy /13y — Gma/r3; Gms/r3,
mq ma ms3

(d) Begriinden Sie, warum aus der Tatsache, dafl z1, 29, z3 nicht kollinear sind, folgt, dafl der
Rang der Matrix A gleich 1 ist. Schliefen Sie daraus, daf 715 = ro5 = r13 =: s, d.h. (ii).

(e) Folgern Sie, dafl det A = 0, und daraus (iii).

Verifizieren Sie umgekehrt, da eine Bewegung der Form ¢ — e!**

bis (iii) gelten sollen, den Gleichungen des Dreikérperproblems geniigt.
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zj, wobei die Bedingungen (i)



