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Aufgabe 1. Die Abbildung

ϕ : (Q1, Q2, P1, P2) 7−→ (q1, q2, p1, p2)

sei beschrieben durch

q1 = Q1 cosQ2,

q2 = Q1 sinQ2,

p1 = P1 cosQ2 −
P2

Q1
sinQ2,

p2 = P1 sinQ2 +
P2

Q1
cosQ2.

(a) Geben Sie eine möglichst große Teilmenge des R4 an, auf der die Abbildung ϕ einen Dif-
feomorphismus auf ihr Bild liefert.

(b) Zeigen Sie, daß ϕ eine kanonische Transformation ist. Dazu ist es sinnvoll, die Jacobische
Matrix von ϕ in Blockform wie in Aufgabe 3 unten darzustellen.

Aufgabe 2. (a) Zeigen Sie, daß jede symplektische (2n × 2n)-Matrix Φ invertierbar ist, indem
Sie explizit die inverse Matrix mittels Φ, Φt und J ausdrücken.

(b) Zeigen Sie, daß die symplektischen (2n × 2n)-Matrizen eine Gruppe unter Matrixmulti-
plikation bilden, die sogenannte symplektische Gruppe Sp(2n).

Aufgabe 3. Wir schreiben eine (2n× 2n)-Matrix Φ in Blockform

Φ =
(
A B

C D

)
,

wobei A,B,C,D reelle (n× n)-Matrizen sind.
(a) Zeigen Sie, daß Φ symplektisch ist genau dann, wenn gilt:

AtC = CtA, BtD = DtB, AtD − CtB = En.

Stellen Sie Φ−1 in Blockform dar, und folgern Sie, daß man die Bedingungen an A,B,C,D äqui-
valent auch formulieren kann als

ABt = BAt, CDt = DCt, ADt −BCt = En.

b.w.

1



(b) Einer unitären Matrix Z ∈ U(n), d.h. einer komplexen (n×n)-Matrix mit ZZ
t

= En, kann
man die reelle Matrix

Φ = Φ(Z) =
(
X −Y
Y X

)
zuordnen, indem man Z = X+iY mit reellen (n×n)-Matrizen X,Y schreibt. Zeigen Sie, daß Φ(Z)
invertierbar ist, und daß die Abbildung Z 7→ Φ(Z) einen injektiven Gruppenhomomorphismus von
U(n) in die allgemeine lineare Gruppe GL(2n) der invertierbaren reellen (2n×2n)-Matrizen liefert.
Auf diese Weise kann man U(n) als Untergruppe von GL(2n) auffassen.

(c) Zeigen Sie mittels (a) und (b), daß

Sp(2n) ∩O(2n) = U(n).

Hier bezeichnet O(2n) die Gruppe der orthogonalen (2n × 2n)-Matrizen, und U(n) wird als Un-
tergruppe von GL(2n) verstanden.

Aufgabe 4. In der Vorlesung haben wir gesehen, daß sich das planare zirkulare eingeschränkte
Dreikörperproblem durch die Hamilton-Funktion

H(q1, q2, p1, p2) =
1
2

(p1 + q2)2 +
1
2

(p2 − q1)2 − Φ(q1, q2)

beschreiben läßt.
(a) Zeigen Sie, durch Verwendung der Definition von Φ, daß wir dies auch schreiben können

als
H(q1, q2, p1, p2) =

1
2

(p2
1 + p2

2)− (q1p2 − q2p1)− U(q1, q2)− 1
2
µ(1− µ),

wobei
U(q1, q2) =

1− µ
ρ1

+
µ

ρ2
;

hier bezeichnet ρi den Abstand des masselosen Körpers im Punkt (q1, q2) vom Primärkörper mi,
i = 1, 2.

(b) Zeigen Sie, daß die neue Hamilton-Funktion in den Variablen Q1, Q2, P1, P2 nach der Trans-
formation aus Aufgabe 1 gegeben ist durch

K(Q1, Q2, P1, P2) =
1
2
(
P 2

1 +
P 2

2

Q2
1

)
− P2 − U(Q1 cosQ2, Q1 sinQ2)− 1

2
µ(1− µ),

und verifizieren Sie, daß die Hamilton-Gleichungen wie erwartet transformieren.
(c) Bei der Beschreibung in (a) arbeiten wir in rotierenden Koordinaten z = (x, y) = (q1, q2).

Diese stehen zu den nichtrotierenden Koordinaten (ξ, η) in Beziehung durch

ξ(t) + iη(t) = eit(x(t) + iy(t)).

Verfolgen Sie die Koordinatentransformationen zurück zu diesen ursprünglichen Koordinaten, und
zeigen Sie damit, daß gilt:

P 2
1 +

P 2
2

Q2
1

= v2 = ξ̇2 + η̇2, P2 = c = ξη̇ − ηξ̇.

Was ist die Bedeutung von Q1, Q2 und P1?
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