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Aufgabe 1. Wir betrachten die kanonische Transformation ¢: (Q1,Q2, P1, P2) — (¢1,42,D1,D2)
von Ubungsblatt 12, Aufgabe 1. Finden Sie eine erzeugende Funktion S = S(p,Q), d.h. eine
Funktion mit

dS =qdp+ PdQ

nach Ersetzen von ¢ und p durch die entsprechenden Funktionen in @ und P. Gibt es auch
erzeugende Funktionen vom Typ S(q, @), S(p, P) oder S(q, P)?

Aufgabe 2. Wir betrachten die Hamilton-Funktion H(q,p) = p?/2 — cosq (n = 1).
(a) Bestimmen Sie die Gleichgewichtspunkte.

(b) Skizzieren Sie das sogenannte Phasenportrait dieser Hamilton-Funktion, d.h. die Flufllinien

des Vektorfeldes (0H/0p, —0H/0q) in der (q,p)-Ebene (also die Losungen der Hamilton-
Gleichungen). Zeichnen Sie dabei insbesondere die Niveaumenge {H = 1}.

(c) Diskutieren Sie die Ljapunow-Stabilitét der Gleichgewichtspunkte.

Aufgabe 3. Wir betrachten die Hamilton-Funktion
1 1
H(q1,q2,p1,p2) = 5(9% +p§) - (qg +p§) + §(p§p2 —p2q§ —2q1G2p1).
(a) Formulieren Sie die Hamilton-Gleichungen, und zeigen Sie, dafi der Ursprung (0, 0,0, 0) ein
Gleichgewichtspunkt ist.

(b) Zeigen Sie, daB fiir jedes a € R durch

cos(t —a cos2(t—a sin(t —a sin2(t —a
Q1=—\/§7( )7 2—7( ), Plz\/ﬁi( ), 2 7( )
t—a t—a t—a t—a

eine Losung der Hamilton-Gleichungen fiir ¢ # a gegeben ist.
(c) Folgern Sie, daf§ der Ursprung nicht Ljapunow-stabil ist.

(d) Bestimmen Sie explizit die Lésungen des zugehérigen linearen Systems um den Ursprung,
und zeigen Sie damit dessen infinitesimale Stabilitéit.

Aufgabe 4. Wie wir in Aufgabe 4(b) von Ubungsblatt 12 gesehen haben, li8t sich das planare
zirkulare eingeschrénkte Dreikorperproblem durch die Hamilton-Funktion
2
P

1 .
H(qu,q2,p1,p2) = 5(19? + qﬁ) — p2 — U(qy cos go, q sin go)
1

beschreiben. Beachten Sie, dafl wir statt P; und Q; wieder p; bzw. ¢;, und statt K wieder H schrei-
ben, da wir nun eine weitere kanonische Transformation durchfithren wollen. Aulerdem wurde der
irrelevante konstante Summand p(1 — p)/2 in H entfernt.

b.w.



Wir betrachten nun den Fall ;1 = 0; dies entspricht dem Keplerproblem des dritten Korpers im
Gravitationsfeld allein des ersten Primérkorpers mit Masse m; =1 —p = 1.
(a) Zeigen Sie, daff dann
Lo
H(q17QQap17p2) = §(p1 + )
a7
was nach Aufgabe 4(c) von Ubungsblatt 12 gleich h — ¢ ist, wobei h wie iiblich die Gesamtenergie
des Systems bezeichnet. (Beachten Sie, da8 ¢, = r.)
(b) Wir suchen nun eine kanonische Transformation ¢: (Q, P) — (g, p) mit
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lef(p%—’—qig)_q]l:h? Q2:p2207
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so dafl die transformierte Hamilton-Funktion K(Q,P) = Q1 — Q2 ist, was die leicht losbaren
Hamilton-Gleichungen

Q1=0, Q2=0, Pp=-1, Bb=1

liefert. Dazu suchen wir eine erzeugende Funktion S = S(¢q, Q) mit 9S/0q = p und 05/0Q = —P.
Zeigen Sie, daB eine solche Funktion von der Form S(q, Q) = ¢2Q2 + F(q1, Q1, Q2) sein mufl, wobei

F der folgenden Gleichung geniigt:
OF\?> Q3 2
(2EY 2,
q1 q1 q1

Bonusaufgabe. Diese Aufgabe setzt die Diskussion aus Aufgabe 4 fort.
(¢) Wir schriinken uns ab jetzt auf den elliptischen Fall A < 0 ein. Uberlegen Sie sich, daf8

F(q1,Q1,Q2) = /‘11 V2012% 122 — QF dx

(e—1)/2h 4

eine Losung dieser partiellen Differentialgleichung fiir F' ist, und — mit den Formeln aus Kapitel 2.3
der Vorlesung (fiir das Keplerproblem in der Form # = —r/r3, d.h. mit x in der dortigen Bedeutung
gleich 1) — dafl der Integrand an der unteren Integralgrenze (e — 1)/2h verschwindet und fiir
q1 > (e —1)/2h reell ist. Was ist die geometrische Bedeutung der Konstanten (e — 1)/2h?

(d) Die Groflen 1 und @2 haben, wie in (b) gesehen, eine einfache physikalische Interpretation.
Wir betrachten nun Ps. Zeigen Sie, daf8 sich mit ¢; = r = ¢2/(1 + ecos f), wobei f die wahre
Anomalie der Kepler-Losung bezeichnet, aus —P, = 95/0Q2 die Gleichung

Py=f—q

ergibt. Nun erinnern wir uns daran, dafl g den Winkel des Radiusvektors zur mitrotierenden z-
Achse bezeichnet (vergl. Ubungsblatt 12). Daher ist g — f der Winkel des Perizentrums zur mit-
rotierenden x-Achse. Da die Rotationsgeschwindigkeit des rotierenden Koordinatensystems gleich
1 ist, ist t+¢go— f der konstante Winkel w des Perizentrums zur nichtrotierenden &-Achse. Wir sehen
daher schlufiendlich, dafl P, =t — w, was offensichtlich konsistent mit den Hamilton-Gleichungen
in (b) ist.

Bonusaufgabe. Zeigen Sie, wieder im Fall h < 0, da8 sich aus —P; = 905/90Q; die Gleichung
P, =T —t ergibt, wobei T einen Zeitpunkt der Perizentrumspassage beschreibt. Verwenden Sie
dazu r = a(1l — ecosu) und die Keplergleichung (wieder unter Beachtung von p = 1).
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