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Aufgabe 1. Sei A der Mengenring der endlichen Vereinigungen von beschriankten Intervallen
in R. Zeigen Sie, dafl die von A erzeugte o-Algebra M(A) die Borelalgebra von R ist.

Aufgabe 2. Sei X ein abzihlbarer Mefiraum. Zeigen Sie, dafl man X derart als disjunkte Verei-
nigung von abzihlbar (endlich oder unendlich) vielen mefibaren Teilmengen A,, schreiben kann,
daBl A, keine mefbaren Teilmengen aufler A, und der leeren Menge enthélt.

Aufgabe 3. Sei (X, .A) ein Mengenring mit einem Prama8 u. Es sei pu* das induzierte duflere Maf}
auf der Potenzmenge von X. Es sei Y eine Teilmenge von X, zu der eine Menge S € A existiert
mit Y C S, p(S) < oo, und

u(S) = p*(Y) + p*(S\Y).

Zeigen Sie, dal Y dann p*-meBbar ist.

Aufgabe 4. (a) Es sei u eine fiir alle achsenparallelen Rechtecke @ C R? (mit oder ohne eines
Teils der Randpunkte) erkldrte nichtnegative reellwertige Funktion mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) Ist @ in Q1 und Q2 zerlegt, so gilt u(Q) = u(Q1) + p(Q2).
(i) pu(x+ Q) = u(Q) fir jedes x € R?.
(iif) ([0, 1] x [0,1]) = 1.

Zeigen Sie
,u([al,bl] X [ag,bg]) = (b1 — CLl) . (b2 — CLQ).

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion
f(@) == p([0,2] x [0,1]),
und stellen Sie eine Funktionalgleichung fiir f auf, aus der Sie f(z) = x folgern konnen.

(b) Auf dem R? betrachten wir den Mengenring der endlichen Vereinigungen beschrinkter ach-
senparalleler Rechtecke wie in (a), mit dem durch den gewohnlichen Flicheninhalt gegebenen
Pramaf p. Bestimmen Sie das duflere Maf3 p* des Dreiecks

A={(z,y) eR*: 0<z<a,0<y <z}
(c) Mit p wie in (b), zeigen Sie, dal R C R? eine p*-mefibare Teilmenge ist mit p*(R) = 0.

b.w.



Bonusaufgabe. Zeigen Sie, daf} eine additive Funktion u: M — [0, oo] auf einer o-Algebra genau
dann o-additiv ist, wenn sie eine der folgenden Eigenschaften hat:

(i) Fiir jede beliebige Folge (A,,) in M gilt

u([j An) < iu(An)-

(ii) Fir jede aufsteigende Folge 47 C Ay C ... in M gilt

n—oo

u([j An) = lim p(4,).
n=1

Die ‘dann’-Richtung wurde schon in der Vorlesung diskutiert.

Bonusaufgabe. Gegeben sei ein Mengenring A auf einer nicht-leeren Menge X. Auf A sei ein
Pramafl u gegeben. In der Vorlesung hatten wir gesehen, da3 durch

W (M) = inf Z :u(An>

ein dufleres Maf} auf der Potenzmenge P(X) definiert wird, wobei fiir M C X das Infimum iiber
Folgen (4,) in A mit M C U, A,, genommen wird.
Man koénnte auf die Idee kommen, folgende Definition von einem ‘inneren Maf}’ zu geben:

wobei das Supremum iiber Folgen (A4,,) paarweise disjunkter Mengen in A mit U, A,, C M genom-
men wird. Eine Teilmenge M C X koénnte dann mefibar heien, wenn p. (M) = p*(M) gilt, und
dieser gemeinsame Wert von innerem und duflerem Mafl von M wére dann das Mafl dieser Menge.

Sei nun X = [0,1] C R und A der Mengenring der endlichen Vereinigungen von Teilintervallen
von [0, 1]. Zeigen Sie, daf} der obige Zugang fiir M; := [0, 1]NQ wie erwartet p.(M;) = p*(M1) =0
liefert, fir My := [0,1] \ Q dagegen p.(Msz) = 0 und p*(Ms) = 1. Damit wire My nicht mefibar,
und insbesondere erhielte man keine o-Algebra von mefibaren Mengen.
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