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Aufgabe 1. Verifizieren Sie im Detail, dafl die abgeschlossene Kreisscheibe
D? = {(z,y) e R*: 2* +¢* <1}

eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand
St ={(z,y) eR?*: 2* +y* =1}

ist, indem Sie zu einem gegebenen Punkt a in D? \ S! einerseits und in S! andererseits eine
explizite Parametrisierung einer Umgebung in D? mittels Q C R? angeben. Fiir a € D?\ S kann
man mit einem allgemeinen Punkt arbeiten; fiir a € S! betrachten Sie z.B. konkret a = (0, —1).

Aufgabe 2. Das Mobiusband M kann als die Menge
{(z,y,2) € R®: @ =cost(1+ scos(t/2)), y =sint(1l+ scos(t/2))
z=ssin(t/2), t € [0,2n],s € (-1/2,1/2)}
dargestellt werden.
(a) Fertigen Sie eine moglichst genaue Zeichnung dieser Menge an.

(b) Beschreiben Sie M mittels zweier Karten, indem Sie den Parameterbereich jeweils geeignet
einschriinken, und zeigen Sie dadurch, dal M eine Untermannigfaltigkeit des R3 ist. (Warum
folgt dies nicht unmittelbar aus der obigen Darstellung?)

(¢) Zeigen Sie, dal M nicht orientierbar ist.

In der Vorlesung wurde argumentiert, dafl eine Untermannigfaltigkeit, die sich mit zwei Karten-
gebieten W1, Wy iiberdecken 148t, stets orientierbar ist — hierzu mufl aber gewahrleistet sein, dafl
W1 N Wy zusammenhéngend ist. Bei den stereographischen Projektionen der Sphére vom Nord-
bzw. Siidpol ist dies der Fall; im obigen Beispiel aber nicht.

Aufgabe 3. Es sei M der Torus, der durch Rotation des Kreises (z — a)? + 22 = 1 (mit a > 1
gegeben) um die z-Achse entsteht.

(a) Zeigen Sie, dal M als Bildmenge der Abbildung

(a + cosv) cosu
®(u,v) = | (a+cosv)sinu |, u€[0,2n], v € 0,27
sinv

beschrieben werden kann.

(b) Es sei w die 2-Form
w=xdyANdz—ydx Ndz + zdx A dy.

Berechnen Sie [, w, wobei M die durch ® gegebene Orientierung tragen soll.

b.w.



Aufgabe 4. Fiir (u,v,w) € R® wird durch

1 = u? Ty = v2 xg = w?

T4 = vw Ts5 = uw Tg = UV

eine C°-Abbildung ®: R® — RS definiert. Wie ist die Definitionsmenge einzuschrinken, daf§ ®
eine Immersion wird? Welches sind moglichst grofie konvexe Mengen dieser Art? Ist ® bei der
Einschrinkung auf solche Mengen injektiv? Ist &' stetig?

Bonusaufgabe. (a) Es sei ® die Abbildung aus Aufgabe 4 und M C R® das Bild der 2-
Sphire {u? + v? + w? = 1} unter ®. Zeigen Sie, dal M eine nicht-orientierbare kompakte
2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R ist.

(b) Zeigen Sie die analoge Aussage fiir die durch

T = uv To = UW

T3 = vw Ty =0 —w

gegebene Abbildung R? — R%.
In beiden Fillen ist das Bild der 2-Sphire die 2-dimensionale Mannigfaltigkeit S?/x ~ —x, d.h.
die sogenannte projektive Ebene.
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