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Aufgabe 1. Eine (k — 1)-dimensionale Sphére im R™ mit Mittelpunkt ¢ und Radius r ist eine
Menge der Form

k k
{x=c+ > AvieR": > A7 =1}
i=1 i=1
hierbei sind c ein beliebiger Punkt im R™ und vq,..., v, ein k-Tupel orthonormaler Vektoren.
Zeigen Sie:
(a) Fiir k = n entspricht dies der Definition

{xeR": |x—c|=r}.

(b) Jede (k — 1)-dimensionale Sphére ist die Schnittmenge einer (n — 1)-dimensionalen Sphére
(mit dem gleichen Mittelpunkt ¢) und einem affinen Teilraum des R™, der ¢ enthilt.

(c) Der Durchschnitt zweier Sphiren beliebiger Dimension im R”™ ist wieder eine Sphére, ein
Punkt, oder leer.

Aufgabe 2. Sei U die stereographische Projektion der Einheitssphire S”~' C R™ um den Ur-
sprung vom Nordpol N = (0,...,0,1) € S"~! auf die Aquatorebene {z, = 0} = R"~'. Wir
erweitern W zu einer Abbildung S"~! — R"~! U {0}, indem wir ¥(N) = oo setzen.

Sei S"~! versehen mit der Relativtopologie im R™, d.h. die offenen Mengen sind genau die
Durchschnitte von S”~! mit offenen Mengen im R™. Die Menge R"~! U {co} werde mit der Topo-
logie versehen, die man als die Einpunktkompaktifizierung von R"~! bezeichnet, d.h. offene Mengen
in R"~! U {oc} seien genau die Mengen folgenden Typs:

(i) offene Mengen im R"~1,
(ii) Mengen der Form (R"~!\ K) U {co}, wobei K eine kompakte Teilmenge des R"~! ist.
Zeigen Sie:
(a) Dies definiert in der Tat eine Topologie auf R"~1 U {co}, d.h.
— (0 und R~ U {oo} sind offen;
— der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen;

— die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

(b) R"1U{oco} ist kompakt, d.h. wird R"~*U{oo} von einem System offener Mengen iiberdeckt,
so {iberdecken bereits endlich viele dieser Mengen den ganzen Raum.

(c) Die Abbildung ¥: S"~! — R"~! U {co} ist ein Homdomorphismus, d.h. bijektiv und bei-
derseits stetig, wobei Stetigkeit bedeutet, dafl das Urbild jeder offenen Menge wieder offen
ist.

b.w.



Aufgabe 3. (a) Sei ® die Inversion an einer Sphiire S5~ mit Mittelpunkt p im R". Fiihren Sie
sorgfiltig das Argument aus, das in der Vorlesung nur angedeutet wurde: Affine Ebenen (beliebiger
Dimension) im R", die den Punkt p nicht enthalten, werden unter ® abgebildet auf Sphéren durch
p und umgekehrt. Zeigen Sie dazu die ‘Umkehrung’ des Lemmas 6.5 der Vorlesung.

(b) Sei @ die Inversion an der Einheitssphére (mit Mittelpunkt im Ursprung) S? C R3. Berech-
nen Sie die Jacobische Matrix der Abbildung ® und zeigen Sie, daf diese Matrix in jedem Punkt
x € R?\ {0} proportional zu einer orthogonalen Matrix ist.

(c) Zeigen Sie, dafl eine differenzierbare Abbildung zwischen Teilmengen des R™ genau dann
winkeltreu ist, wenn ihre Jacobische Matrix in jedem Punkt proportional zu einer orthogonalen
Matrix ist.

Mit (b) und (c) haben wir also einen rechnerischen Beweis dafiir, daf} die Inversion eine win-
keltreue Abbildung ist. Winkeltreue Abbldungen nennt man auch konforme Abbildungen.

Aufgabe 4. Eine Geoditische auf einer Untermannigfaltigkeit M des R™ (oder allgemeiner einer
abstrakten Riemannschen Mannigfaltigkeit) ist eine lokal lingenminimierende Kurve v, die propor-
tional zur Bogenlénge parametrisiert ist. Parametrisierung proportional zur Bogenldnge bedeutet,
dafl v eine differenzierbare Abbildung eines Intervalles I C R nach M ist mit || = konst. # 0.
Lokal langenminimierend bedeutet, dafl jeder Punkt auf der Kurve eine Umgebung U in M besitzt,
so daf} zwischen je zwei Punkten in v(I) N U die Kurve v die kiirzeste Verbindung darstellt.

Fiir Untermannigfaltigkeiten kann man Geodétische v: I — M (wie im Falle von Flichen im
R?) als diejenigen Kurven mit 4 # 0 charakterisieren, deren ‘Beschleunigung’ 4 stets orthogonal
zu M ist, d.h.

Y(s) L TysyM fiir alle s € 1.

Zeigen Sie:
(a) Eine solche Kurve ist notwendigerweise proportional zur Bogenlinge parametrisiert.

(b) Die Geodétischen auf der Einheitssphire S"~! C R”™ sind genau die Grofikreise, parametri-
siert proportional zur Bogenlinge, d.h. Kreise, die als Schnitt von S™~! mit einer zweidi-
mensionalen Ebene durch den Ursprung entstehen.

Bonusaufgabe. Zeigen Sie, dal man die Inversion an einer Sphére geometrisch auch wie folgt
definieren kann. Es geniigt, den Fall der Inversion an einem Kreis S} in der Ebene mit Mittelpunkt
p zu betrachten. Sei x ein Punkt auerhalb dieses Kreises. Zeichnen Sie die Tangenten von x an
S¢; die Schnittpunkte der Tangenten mit S} seien p; bzw. pa. Zeigen Sie, dafl der zu x inverse
Punkt ®(x) gegeben ist als der Schnittpunkt der Geraden px und p;ps. Wie konstruiert man den
inversen Punkt eines Punktes y # p im Inneren von S§?
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