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Ubungsblatt 2

Aufgabe 1. Sei S die Menge der beschrankten Intervalle in R. Zeigen Sie, dafl die von S erzeugte
o-Algebra M(S) die Borelalgebra von R ist.

Aufgabe 2. Fiir n € N bezeichne M,, = M(S,,) die von

Sy = {{1}ﬂ {Z}a ceey {n}}
erzeugte o-Algebra auf N. Zeigen Sie
(a) Die o-Algebra M, besteht genau aus den Teilmengen A C N, fiir die entweder A C

{1,2,...,n} oder A° C {1,2,...,n} gilt.

o0
(b) Die Vereinigung U M,, ist keine o-Algebra auf N.

n=1

Aufgabe 3. (a) Es sei u eine fiir alle achsenparallelen Rechtecke @ C R? (mit oder ohne eines
Teils der Randpunkte) erklirte nichtnegative reellwertige Funktion mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) Ist @ in @1 und Q2 zerlegt, so gilt u(Q) = u(Q1) + p(Q2).
(i) pu(x+ Q) = u(Q) fir jedes x € R?.
(iii) p([0,1] x [0,1]) = 1.

Zeigen Sie
p(fax, b1] X [ag,bo]) = (b1 — a1) - (by — as).
Hinweis: Betrachten Sie die Funktion
f(@) == p([0,2] x [0,1]),
und stellen Sie eine Funktionalgleichung fiir f auf, aus der Sie f(z) = z folgern kénnen.
(b) Auf dem R? definieren wir ein #ufleres Mafl p*, indem wir fiir A C R? setzen:
w*(A) = inf{z w(@j): Q; C R? achsenparallele Quader mit A C U Qj},
Jj=1 j=1

mit p(Q) gleich dem elementargeometrischen Flécheninhalt wie in (a). Zeigen Sie, dai R C
R? eine p*-meBbare Teilmenge ist mit u*(R) = 0.



Aufgabe 4. In der Vorlesung hatten wir gesehen, dafl durch

w(A) = inf{z L(I;): I; C R Intervalle mit A C U Ij},
j=1

j=1

ein dueres Maf auf der Potenzmenge P(R) definiert wird.
Man konnte auf die Idee kommen, folgende Definition von einem ‘inneren Maf}’ zu geben:

11+ (A) := sup Z L(I),

wobei das Supremum {iiber Folgen (/;) von paarweise disjunkten Intervallen mit U;I; C A genom-
men wird. Eine Teilmenge A C R konnte dann meBbar heilen, wenn u,(A4) = p*(A4) gilt, und
dieser gemeinsame Wert von innerem und duflerem Mafl von A wire dann das Maf3 dieser Menge.

Zeigen Sie, daf dieser Zugang fiir Ay := [0,1] N Q wie erwartet u.(A41) = p*(A41) = 0 liefert,
fiir Ay :=[0,1]\ Q dagegen . (Az) = 0 und p*(Az) = 1. Damit wire Az nicht mefibar. Zeigen Sie
weiter, dafl man insbesondere keine o-Algebra von meflbaren Mengen erhalten wiirde.
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