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Aufgabe 1. (a) Betrachte die 2-Sphäre S2 (ohne den Nullmeridian) mit der Parametrisierung

x(θ, ϕ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ).

In der Vorlesung hatten wir ausgerechnet, daß die Koeffizienten des metrischen Tensors

gegeben sind durch

(gij) =

(
1 0

0 sin2 θ

)
.

Berechnen Sie die Einträge gij der inversen Matrix, die Koeffizienten Lij der zweiten Funda-

mentalform und die Christoffelsymbole Γkij . Begründen Sie geometrisch, warum keine dieser

Größen von ϕ abhängt.

(b) Betrachte eine Rotationsfläche wie in Aufgabe 3 von Übungsblatt 4. Zeigen Sie:

(i) Die Matrix (Lij), die die zweite Fundamentalform beschreibt, ist gegeben durch

1√
ṙ2 + ż2

(
ṙz̈ − żr̈ 0

0 rż

)
.

(ii) Es gilt det (Lij) = 0 genau dann, wenn jeder Meridian eine Gerade ist.

Aufgabe 2. (a) Sei M eine Fläche und Π eine Ebene im R3, die M in einer Kurve γ schneidet.

Zeigen Sie, daß γ eine Geodätische ist, falls Π eine Symmetrieebene von M ist. (Sie können

mittels der Eindeutigkeit von Geodätischen bei gegebenen Anfangsbedingungen argumentie-

ren, es geht aber auch ohne diese Information.)

(b) Zeigen Sie, daß jede Gerade im R3, die in einer Fläche enthalten ist, auf dieser Fläche eine

Geodätische ist.

Aufgabe 3. (a) Sei M die Fläche
{
x2 + y2 − z2 = 1

}
. Finden Sie möglichst viele (explizite)

Geodätische auf M .

(b) Finden Sie möglichst viele Geodätische in dem Flächenstück

R2 3 (u, v) 7−→ x(u, v) = (u, v, u2 − v2) ∈ R3.

b.w.



Aufgabe 4. Sei f : V → U eine Koordinatentransformation. Mit Lij ,Γkij seien die zweite Funda-

mentalform bzw. die Christoffelsymbole des Flächenstücks x : U → R3 bezeichnet, mit Lαβ ,Γ
γ

αβ

die entsprechenden Größen für y : V → R3, wobei y = x ◦ f . Zeigen Sie:

(a) Bis auf das Vorzeichen von det
(
∂vα

∂ui

)
transformiert sich Lij wie gij :

Lij = ±Lαβ
∂vα

∂ui
∂vβ

∂uj

(b) Die Christoffelsymbole transformieren sich wie folgt:

Γ
γ

αβ =
(

Γkij
∂ui

∂vα
∂uj

∂vβ
+

∂2uk

∂vα∂vβ

)
∂vγ

∂uk
.
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