WS 2020/21 Prof. Hansjorg Geiges
Tilman Becker, M.Sc.
Laura Jaust, M.Sc.

Elementare Differentialgeometrie
Ubungsblatt 9

Aufgabe 1. Betrachten Sie die Poincaré-Scheibe, d.h. U = {(u, v) €RZ: w2 +02 < 1} mit der
Metrik
4/(1 —u? —v?)? 0
(9:5(u,v)) = ( : S ) .
Dies ist wie in Aufgabe 3 von Ubungsblatt 6 ein Beispiel fiir eine abstrakt definierte Fliche, d.h.
es gibt keine Fliche x: U — R3, so daf} g;; = (x;,x;) die erste Fundamentalform ist. Wir nennen

die so definierte Metrik die hyperbolische Metrik auf U.
(a) Bestimmen Sie Christoffelsymbole und GauBkriimmung.

(b) Zeigen Sie, dal Durchmesser von U und Kreisbogen, die den Einheitskreis u? + v? = 1

orthogonal schneiden, Geodatische sind, und da jede Geodétische von dieser Form ist.

Aufgabe 2. Wir fassen die obere Halbebene R aus Aufgabe 3 von Blatt 6 und die Poincaré-

Scheibe U aus der vorigen Aufgabe als Teilmengen von C auf. Zeigen Sie, dafy durch

z—1
z+1

p(z) =

ein Diffeomorphismus Rﬁ_ — U definiert wird, der beziiglich der jeweiligen hyperbolischen Metrik

eine Isometrie ist.

Aufgabe 3. (a) Sei M eine Fliiche, die durch Koordinatenumgebungen Uy, U; C M {iberdeckt
wird. Nehmen Sie an, U; N Us hat zwei Zusammenhangskomponenten Wy, Ws, und daf die
Jacobische Matrix des Koordinatenwechsels positive Determinante in W; hat und negative
Determinante in Ws. Zeigen Sie, dafl M nicht orientierbar ist. Dies zeigt insbesondere, dafl

das Mobiusband nicht orientierbar ist.

(b) My sei eine orientierbare Fliche und ¢: M; — My eine differenzierbare Abbildung, die ein

lokaler Diffeomorphismus ist bei jedem p € M;. Zeigen Sie, dafl M; orientierbar ist.

b.w.



Aufgabe 4. Ein n-gon ist eine stiickweise glatte, reguldre Kurve auf einer Fliche M, deren n

glatte Segmente Geodéatische sind und die eine Scheibe in M berandet.

(a) Sei M eine Fliche mit K < 0. Zeigen Sie, dafl es kein n-gon fiir n = 0, 1,2 gibt. (Ein 0-gon

ist eine geschlossene Geoditische, die eine Scheibe in M berandet.)

(b) Finden Sie ein Beispiel einer Fldche mit K < 0, auf der eine geschlossene Geodétische

existiert.
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