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Aufgabe 1. Ein topologischer Raum X heifit zusammenhingend, wenn er sich nicht in zwei

nichtleere, offene, disjunkte Teilmengen zerlegen 1i3t. Zeigen Sie:

(a)

X ist zusammenhingend genau dann, wenn () und X die einzigen Teilmengen von X sind,

die zugleich offen und abgeschlossen sind.
Sei f: X — Y stetig und X zusammenhéngend. Dann ist f(X) zusammenhéngend.

Seien U;,U; C X zusammenhingende Teilmengen mit U; N Uy # (). Dann ist Uy U Us

zusammenhéngend.

Fiir p,q € X definiere
p~gq <= pund q liegen in derselben zusammenhéngenden Teilmenge von X.

Zeigen Sie: Dies definiert eine Aquivalenzrelation. Die zugehdrigen Aquivalenzklassen heifien

Komponenten von X.

Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhéngend, falls es zu je zwei Punkten
po,p1 € X einen Weg von py nach p; gibt, d.h. eine stetige Abbildung v: I — X mit
v(0) = po und (1) = p;. Die Wegkomponenten eines topologischen Raumes sind die

maximalen wegzusammenhéngenden Teilmengen.

Ein topologischer Raum heifit lokal wegweise zusammenhingend, falls jede Umgebung
jedes beliebigen Punktes eine wegzusammenhéngende Umgebung enthilt. Zeigen Sie, dafl die
Wegkomponenten eines lokal wegweise zusammenhéingenden Raumes abgeschlossene, offene

Teilmengen sind, die identisch sind mit den Komponenten.

Dies wurde im Beweis von Korollar 4.14 verwendet.

Aufgabe 2. (a) Verwenden Sie die Mayer—Vietoris-Sequenz zur Berechnung der Homologie-

(b)

gruppen des Torus und der Kleinschen Flasche, jeweils betrachtet als zwei geeignet mitein-

ander verklebte Zylinder.

Man zeige S"t5+! 22 (S7 x DT U (D™ x §) mit (S™ x DST1) N (D™ x §7) =2 7 x S5,

Berechnen Sie die Homologie von S” x S%.

b.w.



Aufgabe 3. Konstruieren Sie fiir jedes n € N einen topologischen Raum X mit H;(X) & Z,.

Aufgabe 4. (a) Wir fassen S! als den Einheitskreis in C auf. Zeigen Sie, dafi der Abbildungs-
grad der durch f(z) = z¥, k € Z, gegebenen Abbildung f: S' — S gleich k ist.

(b) Beschreiben Sie fiir jedes n € N und k € Z eine stetige Abbildung S™ — S™ vom Abbil-
dungsgrad k.
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