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Ubungsblatt 8

Aufgabe 1. Zeigen Sie die folgenden Aussagen (vergl. Abschnitt 4.4 der Vorlesung):
(a) Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten topologischen Raumes ist kompakt.

(b) Ist f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Réumen, und K C X kompakt,
dann ist f(K) C Y kompakt.

(¢) Jede kompakte Teilmenge eines Hausdorff-Raumes ist abgeschlossen.

(d) Jede injektive stetige Abbildung f: X — Y mit X kompakt und Y hausdorffsch ist eine
Einbettung, d.h. ein Homéomorphismus von X auf f(X) mit der von Y induzierten Topo-

logie.

Aufgabe 2. (a) Seien M und N topologische Mannigfaltigkeiten der Dimension n (fir die De-
finition vergl. Ubungsblatt 6) und f: M — N eine injektive, stetige Abbildung. Zeigen
Sie, daB3 f eine offene Abbildung ist, d.h. die Bilder offener Teilmengen in M unter der
Abbildung f sind offen in N.

(b) Seien M und N homdomorphe Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n. Zeigen Sie
durch Verwendung von (a), daB m = n. Auf Ubungsblatt 6 hatten Sie dies mittels lokaler

Homologiegruppen gezeigt.

Aufgabe 3. (a) Es seien A und B homoomorphe Teilmengen von R™. Falls A abgeschlossen

ist, ist dann auch B abgeschlossen?
(b) Gibt es eine echte Teilmenge von S™, die homdomorph zu S™ ist?

(c) Gibt es eine stetige, injektive Abbildung S™ — R™?

Aufgabe 4. Seien ®p: Qo(X) — @Q1(X) und @1: Q1(X) — Q2(X) die im Beweis von Lem-
ma 4.17 der Vorlesung definierten Homomorphismen. Uberlegen Sie sich die folgende Konstrukti-

on.

(a) Es gibt stets einen singuliren 3-Quader T: I® — X, bei dem die Seiten A;T, AsT, BT,
B>T und BT beliebig vorgeschrieben wurden.



(b) Sei T: I? — X ein singulirer 2-Quader. Sei ®;7: I? — X ein singuliirer 3-Quader, der
folgende Randbedingungen erfiillt:

(i) B1®>T =T,
(i) 4;®T = &1 4,17, i =2,3,
(ifi) Bi®yT = &, B; 1T, i =2,3.

(Nach (a) existiert so ein 3-Quader.) Dann gilt
00T + ©,0T =T — 0o(T) (*
mit o9(T) := A1 DT
(c) Falls T € Q2(X/xg), definiere
(PoT) (21, 22, 23) = T (22, 23).
Dann sind die Randbedingungen in (b) erfiillt, und es gilt ®2T € Q3(X/x0).

(d) Sei T ein degenerierter 2-Quader, d.h. T'(z1,22) hingt von einer der beiden Koordinaten

nicht ab. Betrachten wir den Fall, dal T'(x1, z2) nur von z abhiingt. Dann gilt
T(I‘l,xg) = AlT((EQ) = BlT({EQ)

Definiere
(@2T)(.’L‘171C271'3) = (<I>1A1T)(;v1,x3) = (<I>1BlT)(x1,x3).

Dann sind die Randbedingungen in (b) erfiillt, und ®,T ist degeneriert.

Hinweis: Um einzusehen, dal A3®>T = &1 A>T, mufl man sich z.B. iiberlegen, dafl
D1 AT (21,29) = P1 A1 T(21,0) fiir alle zg € 1

(warum?). Beachten Sie dazu, dafl
D1 A1T(21,0) = AsP1 A1 T (x1) = PoA1 A1 T (7).

(e) Zeigen Sie 0y09 = 010 direkt aus der Definition von o9 oder aus ().

Dies schliefit den Beweis von Lemma 4.17 (fiir n = 2) ab.
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