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Hinweis: Die Bearbeitung dieses Ubungsblattes ist freiwillig. Allfillige Abgaben gehen als Bonus
in die Berechnung des Ubungsschnittes ein.

Aufgabe 1. Sei w eine geschlossene p-Form auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M mit

fcw = 0 fiir jeden glatten p-Zykel ¢ in M. Zeigen Sie, daf§ w exakt ist.

Aufgabe 2. (a) Sei w = f(x)dz eine 1-Form auf dem Intervall [0,1] mit f(0) = f(1). Zeigen
Sie, daf es eine reelle Zahl a und eine Funktion g auf [0, 1] mit g(0) = g(1) gibt, so dafl

w = adx + dg.

(b) Sei w eine geschlossene 1-Form auf R? \ {0} und 7 die Windungsform
—y z
d
22 4 y? v 22 4 y?
Zeigen Sie, dafl dn = 0 und daf es eine reelle Zahl a und eine Funktion g: R?\ {0} — R
gibt, so daf

n= dy.

w = an+dg.
Es folgt, daB [n] ein Erzeuger von HE(R?\ {0}) ist.

Hinweis: Man betrachte die zuriickgezogenen Formen f*w, f*n unter der Polarkoordinaten-
abbildung f(r,0) = (r cos 8, rsin §) und wende (a) auf den df-Anteil an. Alternativ, betrachte
den 1-Zykel T(0) = (cosf,sind), 0 € [0, 27].

Aufgabe 3. Sei n = a; dz; + ap dzy + a3 dzs eine 1-Form auf dem R3, und
w =bydry ANdzs + by dxs Adxy + bsdzy A dxs
eine 2-Form.

(a) Berechnen Sie dn und dw und stellen Sie eine Beziehung auf zu Divergenz und Rotation
von (differenzierbaren) Vektorfeldern auf R3 her. (Unter der kanonischen Identifikation des
Tangentialraumes T,R? mit R3 fiir jedes x € R? ist ein Vektorfeld auf U C R3 einfach eine
Abbildung F: U — R3.)

(b) Folgern Sie aus dem Satz von de Rham, da8 fiir jede offene Teilmenge U C R? mit Hy(U) = 0
gilt: Ist F ein inkompressibles Vektorfeld auf U, d.h. divF = 0, dann F = rot G fiir ein
geeignetes Vektorfeld G auf U.

b.w.



(c¢) Betrachte den singuldren 2-Quader
T: [0,7] x [0,27] — S% Cc R*\ {0}
definiert durch
T(6,¢) = (sin cos ¢, sin f sin ¢, cos 0),

sowie die 2-Form

w r1dxs Ades + 29 des Adey + z3da; A dmg),

:W(

auf R3\ {0} mit || = /2] + 23 + 3.
(i) Zeigen Sie, dafl dw = 0 und 9T = 0.
(ii) Berechnen Sie [ w.
(iii) Folgern Sie aus (i) und (ii): [w] # 0 in H3(R3\ {0}) und [T] # 0 in Hy(R3\ {0}).

(d) Sei F ein inkompressibles Vektorfeld auf R? \ {0}. Zeigen Sie, daB es eine reelle Zahl a und
ein Vektorfeld G auf R3 \ {0} gibt mit

a
F=rotG+ P (21, 22, 23).

Aufgabe 4. In dieser Aufgabe soll ein alternativer Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes
mittels Differentialformen gegeben werden. Angenommen, F: D" — S"~1 = 9D" C R" ist eine
glatte Retraktion, F' = (Fy,..., F,).

(a) Man zeige, dafl das Gleichungssystem
Ja(z)-v=0

fir jedes x € D™ eine nichttriviale Losung v € R™ \ {0} hat. Hier bezeichnet Ji(z) die
transponierte Jacobische Matrix von F. Es folgt det Jg(x) = 0.

(b) Setze w = Fy dFyA...AdF,. zeigen Sie durch Betrachtung der Integrale fS"fl w und fD,,L dw,

daBl die Annahme der Existenz von F' zu einem Widerspruch fiihrt.

Aufgabe 5. Die Standard-Flichenform auf S? C R? Lt sich schreiben als
w=axdy Adz +ydz Adz + zdz A dy.

Zeigen Sie, dafl diese 2-Form, zuriickgezogen auf den R? unter (der Inversen) der stereographischen

Projektion die Gestalt
2rdr A dO

(1+72)?
annimmt.
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