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Priasenzaufgabe 1. Es sei V ein K-Vektorraum und vy, ve,v3,v4 € V. Zeigen Sie:
(a) Falls Lin(vy,vq,v3,v4) =V, dann auch Lin(v; — ve,ve — v3,v3 — v4,04) = V.

(b) Falls (v1,vs2,v3,v4) linear unabhingig ist, dann auch (vy — vg, vy — v3,v3 — V4, vV4).

Priisenzaufgabe 2. Wir kénnen C = R? sowohl als Vektorraum iiber R als auch als als Vektor-
raum iiber C auffassen.

(a) Zeigen Sie, dafl (1 +1,1 —1i), aufgefafit als Paar im reellen Vektorraum C, linear unabhdingig
ist.

(b) Zeigen Sie, daB (1+1,1—1), aufgefait als Paar im komplexen Vektorraum C, linear abhdingig
ist.

(¢) Bestimmen Sie die Dimensionen dimg C und dimc¢ C von C als reeller bzw. komplexer Vek-
torraum.

Prisenzaufgabe 3. Es seien py,...,pn, reelle Polynome vom Grad < m mit p;(2) = 0 fiir alle
j=0,...,m. Zeigen Sie, daf} (pg, ..., pm) linear abhingig ist.

Ein Polynom iiber einem Korper K ist ein formaler Ausdruck der Form
ap + a1z + - - + apz”

fiir ein n € Ny und mit Koeffizienten a; € K. Abgesehen vom Nullpolynom wihlen wir n stets
so, daf a,, # 0, und dieses n ist dann der Grad des Polynoms. Zwei Polynome werden genau dann
als gleich betrachtet, wenn ihre Koeffizienten tibereinstimmen.

Damit ist klar, dafl die Menge P, (K) der Polynome iiber K vom Grad < n (mit der offen-
sichtlichen Addition und Skalarmultiplikation) ein K-Vektorraum der Dimension n + 1 mit Basis
(Lz,...,a™) ist.

Jedes Polynom p(z) iiber K definiert eine Abbildung K — K durch = — p(z). Es gibt aber im
allgemeinen keine bijektive Beziehung zwischen den Polynomen als formale Ausdriicke und den
Polynomen als Abbildungen. Zum Beispiel gilt fiir K = Fy, dafl die Polynome p;(z) = z und
pa(x) = x? verschieden sind, aber p;(0) = p2(0) = 0 und p;(1) = pa(1) = 1, d.h. als Abbildungen
sind die beiden Polynome identisch.

Fiir K = R ist ein Polynom tatséchlich durch die Funktion R — R, z — p(z) bestimmt, wie
Sie sich in der Bonusaufgabe iiberlegen diirfen. In der ersten Hausaufgabe kénnen Sie daher mit
der einen oder der anderen Interpretation des Begriffs ‘Polynom’ arbeiten.



Hausaufgabe 1. Im reellen Vektorraum P(R) aller reellen Polynome betrachte man fiir ¢ =

0,...,n die Elemente p;(z) := (z —z¢)?, mit einem fest gewiihlten o € R, und g¢;(x), erklirt durch
qo(x) = 1,
@(z) = w,
g2(z) = z(x—-1),
gs(z) = z(z—-1)(z—2),
gn(x) = zz—1(x—-2)--(r—n+1).

(a) Zeigen Sie, daff sowohl (py, . ..,p,) als auch (qo, ..., ¢n) ein linear unabhéngiges (n+1)-Tupel
ist.

(b) Gilt Lin(ps,...,pn) = Lin(q1,...,¢,)? (Hier fingt die Indizierung bewufit bei i = 1 an!)

Hausaufgabe 2. In Analogie mit der Formel fiir die Anzahl der Elemente in der Vereinigung dreier
endlicher Mengen, kénnte man folgende Formel fiir die Dimension der Summe dreier Unterrdume
Uy, Us, Us eines Vektorraumes V' vermuten:

d1m(U1 +Us + U3) = dimU; + dim Us + dim Us

— dim(U1 n Uz) - dim(U1 n U3) — dim(U2 N U3)
+ lel(Ul NU; N Ug)

Beweisen Sie diese Formel oder geben Sie ein Gegenbeispiel.

Bonusaufgabe. Zeigen Sie, dafl ein reelles Polynom p(z) = ag + a1 + - - - + a,a™ (als formales
Polynom) vollstiindig durch die reellwertige Funktion x — p(z) bestimmt ist.

Abgabe der Hausaufgaben: Mittwoch 8.11.
bis spétestens 18 Uhr in den Briefkiisten
im studentischen Arbeitsraum des MI (3. Stock).



