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Prisenzaufgabe 1. Sei A € R"*"™. Zeigen Sie:

(a) Ist A orthogonal, also Element von O(n), so bildet die lineare Abbildung A: R™ — R™ jede
Orthonormalbasis von R™ (beziiglich des Standardskalarproduktes) wieder auf eine Ortho-
normalbasis ab.

(b) Gibt es umgekehrt eine Orthonormalbasis von R”, die durch A wieder auf eine Orthonor-
malbasis abgebildet wird, so ist A orthogonal.

(c) A ist orthogonal genau dann, wenn die Zeilen von A eine Orthonormalbasis des R™ bilden.

Prasenzaufgabe 2. Wie wir in der Vorlesung gesehen haben, ist jede Isometrie eines endlich-
dimensionalen euklidischen Vektorraumes ein Isomorphismus. Beschreiben Sie eine Isometrie des
euklidischen Vektorraumes £ (siehe Abschnitt 7.1 der Vorlesung), die kein Isomorphismus ist.

Hausaufgabe 1. Es sei V der Vektorraum der beschriankten reellen Zahlenfolgen, mit der kom-
ponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation, d.h.

V= {x = (zy)v=1,2,..: ©, € R und es gibt ein ¢ € R mit |z, | < ¢ fiir alle 1/.}.
Beachten Sie, dafl ¢ hier von der Folge x abhéngt.
(a) Zeigen Sie, dafi durch
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ein Skalarprodukt auf V' definiert ist.

(b) Finden Sie einen echten Unterraum U C V, d.h. U # V, mit U+ = {0}. Nach dem Zerle-
gungssatz muf ein solcher Unterraum notwendigerweise unendlich-dimensional sein.

Hausaufgabe 2. Es sei (V, (., >) ein euklidischer Vektorraum und f: V — V eine lingentreue
Abbildung mit f(0) = 0. Wir setzen nicht voraus, dal f linear ist, daher ist Lingentreue zu
verstehen als
|f(v) = f(w)] = |v—w| fiir alle v,w € V.
Mit f(0) = 0 impliziert dies insbesondere |f(v)| = |v] fir alle v € V.
Wir wollen nun zeigen, da8 eine solche Abbildung f notwendigerweise linear ist. Uberlegen Sie
sich dazu die folgenden Schritte.

(i) Fiir alle v,w € V gilt (f(v), f(w)) = (v, w).
(ii) Fiir v1,...,v, € V und Aq,..., A\, € R gilt
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(iii) Zeigen Sie durch geeignete Wahl von vy, v9,v3 und Ay, A2, A3 in (ii), dafl f linear ist.




Bonusaufgabe 1. Beweisen Sie die folgenden elementargeometrischen Aussagen iiber Parallelo-
gramme:

(a) Ein Parallelogramm hat genau dann gleich lange Seiten (ist also ein Rhombus), wenn die
beiden Diagonalen orthogonal zueinander sind.

(b) Ein Parallelogramm ist genau dann ein Rechteck, wenn beide Diagonalen gleich lang sind.

Bonusaufgabe 2. Es sei V der Vektorraum der reellen polynomialen Funktionen [—1,1] — R
vom Grad < 3. Mit dem Skalarprodukt
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ist V ein euklidischer Vektorraum. Wenden Sie das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren
auf die Basis (1, z,2% 2%) an, um eine Orthonormalbasis von V' zu konstruieren.

Bonusaufgabe 3. Es sei (V, (.,. )) ein euklidischer Vektorraum, U C V ein endlich-dimensionaler
Unterraum mit Orthonormalbasis (b1, ...,b,), und v € V sei gegeben. In dieser Aufgabe wollen
wir uns ein analytisches Argument dafiir iiberlegen, daf es ein ug € U gibt mit |v — up| < |v — u|
fiir alle w € U \ {ug}.

Betrachten Sie dazu die reellwertige Funktion f: R™ — R, definiert durch

f()\la .. 7)"'7) = |U - (Albl +- )\'nbn)|2

(a) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen % fir i = 1,...,n. (Dazu denkt man sich die \;

mit j # ¢ als feste Parameter und leitet im gewéhnlichen Sinne nach A; ab.)

(b) Finden Sie den (eindeutigen) Punkt (A9,...,A\2), wo alle diese partiellen Ableitungen ver-
schwinden.

(c¢) Berechnen Sie die sogenannte Hessesche Matrix
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im Punkt (\,...,A\Y) — tatséchlich hiingt H hier nicht vom Punkt ab —, und verifizieren
Sie, dafl die bilineare Abbildung (z,y) — a*Hy (fir x,y € R™) symmetrisch und positiv
definit ist.

In der Analysis II werden Sie lernen, dafl das Verschwinden der partiellen Ableitungen notwendig
dafiir ist, dal f im Punkt (A),...,\%) ein Minimum besitzt, und die positive Definitheit der
Hesseschen ist dann hinreichend dafiir, dafl es sich um ein isoliertes lokales Minimum handelt. Im
konkreten Fall hat f lings jeder Geraden parallel zu einer Koordinatenachse genau ein globales
Minimum, und daher ist (A9, ..., \2) tatséichlich der Punkt, wo f sein globales Minimum annimmt.

Abgabe der Hausaufgaben: Mittwoch 10.1.
bis spétestens 18 Uhr in den Briefkiisten
im studentischen Arbeitsraum des MI (3. Stock).



