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Priasenzaufgabe 1. In der Vorlesung zeigen wir, daf sich jede symmetrische Matrix A € R™®*"
mittels einer (sogar speziell-)orthogonalen Transformation diagonalisieren ld8t, d.h. es existiert
eine Matrix 7' € SO(n), so daB TAT ! eine Diagonalmatrix ist.

Zeigen Sie die Umkehrung: Ist A € R™*™ eine Matrix, die sich auf diese Weise diagonalisieren
148t, so ist A symmetrisch.

Prasenzaufgabe 2. Wir betrachten die Matrix
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(a) Zeigen Sie, dafl A € SO(3).
(b) Berechnen Sie das charakteristische Polynom x 4.

(c) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und geben Sie Orthonormalbasen der Eigenrdume an.
Zeigen Sie damit, dal A eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren besitzt.

(d) Geben Sie eine Matrix 7' € SO(3) an, so dal TAT ! eine Diagonalmatrix ist.

Hausaufgabe 1. Seien A, B € C"*" kommutierende Matrizen, d.h. AB = BA. Zeigen Sie:
(a) Ist £y C C" der Eigenraum von A zum Eigenwert \, so gilt B(E)) C Ej.
(b) Es gibt einen Vektor im C", der zugleich Eigenvektor von A und von B ist.
Hausaufgabe 2. (a) Geben Sie ein Beispiel zweier Matrizen A, B € F%XQ an mit der Eigen-

schaft, daf}
AB - BA=F.

(b) Zeigen Sie, daB es keine Matrizen A, B € R"*™ geben kann, die dieser Gleichung gentigen.
Bonusaufgabe 1. Zeigen Sie, daf§ jede Matrix A € C"*™ einen Eigenwert besitzt, ohne das
charakteristische Polynom zu verwenden. Damit haben wir einen determinantenfreien Beweis der

Existenz von Eigenwerten.
Sei dazu v € C™ \ {0}, und benutzen Sie die Tatsache, da§ die n + 1 Vektoren

v, Av, ..., A"v

linear abhéngig sein miissen.

b.w.



Bonusaufgabe 2. In dieser Aufgabe wollen wir ohne den Umweg iiber die komplexen Zahlen zei-
gen, daf jeder selbstadjungierte Endomorphismus eines endlich-dimensionalen euklidischen Vek-
torraumes einen Eigenvektor besitzt.

Dazu geniigt es wie in der Vorlesung, symmetrische Matrizen A € R"*™ und die dadurch
definierte Abbildung A: R™ — R™ zu betrachten, wobei der R™ mit dem Standard-Skalarprodukt
versehen ist.

Die Abbildung h: R™ — R, definiert durch

h(’l}) - <’U,AU>,
ist stetig, und nimmt daher auf der kompakten Menge
S li={veR": |v| =1}

(der sogenannten (n — 1)-Sphére) ein Maximum an, wie Sie in der Analysis gelernt haben oder
noch lernen werden, d.h. es gibt ein vy € S"~! mit (v, Avg) > (v, Av) fiir alle v € S™~1.

Zeigen Sie, daf} vy Eigenvektor von A zum Eigenwert Ao := (v, Avg) ist, und daBl Ao der groBite
Eigenwert von A ist.

Hinweis: Wihlen Sie w € S™"~! orthogonal zu v, und iiberlegen Sie sich die folgenden Schritte:
(i) Fiir alle t € [0,1] und s := /1 — 2 gilt
T = svg +tw e S" L.

(ii) (vo, Avg) > s%(vg, Avg) + 2st(w, Avg) + t2(w, Aw).

(iii) Awp ist orthogonal zu w.

Abgabe der Hausaufgaben: Mittwoch 24.1.
bis spétestens 18 Uhr in den Briefkiisten
im studentischen Arbeitsraum des MI (3. Stock).



