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Aufgabe 1. Sei R ein Polygon in einem Flichenstiick x: U — M C R3. Ziel dieser Aufgabe
ist es, zu zeigen, daf§ das Integral [ fx,l( ) K dA den Winkel mifit, um den sich ein entlang der

Randkurve « von R parallel verschobenes Vektorfeld X dreht. Wir nehmen dazu an, dafl der
1 0

0 h?
Schreibe v(s) = x (y*(s),7?(s)) mit Bogenlingenparameter s und

metrische Tensor die Form (g;;) = ( ) mit h > 0 hat (geodétische Parallelkoordinaten).

X(s) = cosp(s) -x1(1"(5),77(5) + ) s 42(5), 47(s)).

Zeigen Sie nun, dafl

¢'(s) = —hi(v'(s),7%(5)) - (4%)'(5)-

Folgern Sie daraus, dafl sich X bei einem Umlauf von v um den Winkel Ay = f’y o ds =
ffxfl(R) K dA dreht.

Aufgabe 2. (a) Sei v: [a,b] — M eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve in einer
Fliche M C R3. Sei o der Winkel zwischen der Flichennormalen n und dem Binormalen-
vektor B an die Kurve ~. Zeigen Sie, dafl die Kriimmung k von 7 (als Raumkurve) und die

geoditische Kriitmmung £, die Beziehung k, = k cos a erfiillen.

(b) Sei « der positiv orientierte Breitenkreis des Breitengrads ¢g € (—n/2,7/2) auf der 2-
Sphire S2. Zeigen Sie, da8 k = 1/ cos ¢y.

(c) Zeigen Sie, dafl k, = tan ¢g

(i) mittels (a),

(ii) mittels Aufgabe 1 von Ubungsblatt 6, wo wir k,, = 1 fiir Kurven mit Spur in S? gezeigt
haben, und der Beziehung zwischen k, k,, und k,. Wie bestimmt sich hier das Vorzeichen

von ky?

(d) Zeigen Sie mittels des lokalen Satzes von Gaufi-Bonnet, daf§ die von v (positiv) berandete
Teilfliiche von S? den Flicheninhalt 27(1 — sin ¢g) hat.



Aufgabe 3. Auf der 2-Sphiire S? (ohne Nord- und Siidpol) betrachten wir geoditische Parallel-
koordinaten lings des Aquators, wobei die positive s-Richtung der Geoditischen ausgehend vom
Aquator als siidliche Richtung gewihlt sei, so daf die durch (s,t) gegebene Orientierung von S2

der duBeren Normalen entspricht.

(a) Berechnen Sie mittels Lemma 4.8 die Geoditische Kriimmung des Breitenkreises {s = sg}
fiir sg € [0,7/2). Vergleichen Sie dies mit Aufgabe 2 (c).

(b) Wir betrachten das 4-gon auf S2, definiert durch
t=¢ € [po,p1] und s=0—7/2€0,s0]
mit 0 < g < 1 < 27 und 0 < sp < m/2. Berechnen Sie den Flicheninhalt dieses 4-gons

(i) in sphérischen Koordinaten (6, ¢),

(ii) in geoditischen Parallelkoordinaten (s,t).
Vergleichen Sie dies mit Aufgabe 2 (d).

(c) Verifizieren Sie den lokalen Satz von Gaufi-Bonnet fiir dieses 4-gon.

Aufgabe 4. (a) Es sei M C R? eine kompakte Fliche. Zeigen Sie, daf8 es eine positive reelle
Zahl ¢ gibt, so daBl der Flicheninhalt jeder (topologischen) 2-Scheibe in M, die von einer

einfach geschlossenen Geodétischen berandet wird, mindestens gleich c ist.

(b) Konstruieren Sie eine nicht-kompakte Fliiche M C R? mit der Eigenschaft, dafl es zu jedem
€ > 0 eine einfach geschlossene Geoditische in M gibt, die eine Scheibe vom Fliacheninhalt

kleiner als € berandet.

Abgabe: Donnerstag 22.1.26 bis spéitestens 7:58 Uhr in den Briefkiisten
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